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Vorwort. 



JDie Arbeit, welche ich hier dem mathematischen Publi- 
kum vorlege, ist aus dem Wunsche entsprungen, zur allge- 
meineren Verbreitung der Kenntniss der von der „neueren 
Algebra" benutzten Methoden beizutragen; über die Art 
und Weise, in der sie dieser Absicht zu dienen sucht, mögen 
hier einige Worte gesagt werden. 

Sie ist . durch das Verhältniss der unter dem Namen 
„neuere Algebra'' zusammen zu fassenden Lehren zu dem 
Inhalte der besseren Lehrbücher der Algebra und durch das 
Streben nach geometrischer Anschaulichkeit hauptsächlich be- 
stimmt worden; sie schliesst sich an jenen Inhalt durch ihre 
Beschränkung auf binäre Formen und durch die Wahl ihres 
Ausgangspunktes von den symmetrischen Functionen so eng 
wie möglich an, und sie sucht diese zu erreichen durch die 
ausführliche Anwendung auf die Theorie der geometrischen 
Elementargebilde und die aus ihr entspringenden Grund- 
lagen der Metrik. Ich hoflfe, dass sie dadurch auch neben 
den zahlreichen der neueren Geometrie speciell gewidmeten 
Schriften die Beachtung der Freunde dieser Letzteren ver- 
diene. 

Die deutsche Ausgabe der „Lessons introductory to the 
modern higher Algebra by the Rev. George Salmon" soll 
dieser Schrift rasch nachfolgen; die ausführlichere Dar- 
legung der betreffenden Theorien für binäre Formen von 
dem einen Ausgangspunkte der symmetrischen Functionen 
erscheint geeignet, auf jene vorzubereiten, welche den ter- 
nären und quatcmären Formen die vorzüglichste Aufmerk- 
samkeit zuwenden imd deshalb von weitem Grundlagen 
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ausgehen muss. Einige Wiederholungen, die daraus ent- 
springen, wird man hoflFentlieh entschuldigen. Für die 
Hauptsätze der Determinantentheorie, deren Kenntniss diese 
Untersuchungen voraussetzen, durfte ich auf die einschlagen- 
den speciellen Schriften, insbesondere auf Dr. Baltzer's 
vortreffliches Buch, um so mehr verweisen, als die „Lessons" 
mit einer gedrängten Darstellung dieser Theorie beginnen 
und eine Wiederholung derselben ganz unnöthig erschien; 
dem Leser des Werkes : „Analytische Geometrie der Kegel- 
schnitte^' wird vielleicht der dort gegebene Abriss dieser 
Theorie genügende Vorbereitung sein. 

Ich hoflFe, man wird die Beschränkung auf die Formen 
der ersten vier Grade, welche ich mir in den Beispielen zu- 
meist auferlegt habe, und die Weglassung der mehr der 
Zahlenlehre angehörigen Theorie der unabhängigen Invarian- 
ten und Covarianten, sowie der Theorie der canonischen 
Formen in dieser Einführung billigen können. 

Von der Benutzung neuerer Originalarbeiten habe ich 
überall treue Rechenschaft gegeben; wenn meine Arbeit 
etwas dazu beiträgt, einige ihrer wichtigsten Ergebnisse 
bekannter und dadurch wirksamer zu machen, so ist die 
darauf gewendete Mühe belohnt. Es sei mir erlaubt, 
unter ihnen besonders der „Memoirs upon Quantics" von 
A. Cayley dankbar zu erwähnen, welche des verehrten 
Verfassers Güte mir früh zugänglich machte und aus deren 
Kenntniss der Plan zu dieser Schrift erwuchs, 

Chemnitz, im October 1862. 

Dr. Wilhelm liedler. 
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Einleitung, 



Wer jetzt die Geschichte der Geometrie vom Anfang 
des Jahrhunderts bis zur Gegenwart darzustellen unternähme, 
hätte ein Bild voll Reichthum und Mannichfaltigkeit zu zeich- 
nen; das Bild einer vielseitigen nach scheinbar ganz ver- 
schiedenen Richtungen auseinandergehenden Entwickelung, 
in dem sich zuletzt in der Zusammenfassung aller neuge- 
wonnenen Ergebnisse unter einheitlichen Gesichtspunkten 
und unter einer Idee der Abschluss oder der Anbruch 
einer Epoche in der Geschichte der Wissenschaft ankündigt. 

Man kann sich die Schnelligkeit und den bedeutsamen 
Character dieser Entwickelung überraschend vergegenwärti- 
gen, wenn man die Darstellung vergleicht, die ein Kenner 
und Mitforscher wie Chasles, — in dessen eigenen Ar- 
beiten so höchst wesentliche Beiträge zu der Entwickelung ge- 
geben waren, die es zu schildern galt, — von der Geschichte 
der Geometrie in der letzten Epoche gegeben hat. Wenn 
man mit dem reichen Inhalt des „AperQU historique etc. 
(Bruxelles, 1837)" selbst alles Das ergänzend verbindet, 
was bis zu jener Zeit besonders die deutsche Wissenschaft 
Bedeutendes geleistet, welches aus bekannten Ursachen der 
verdienstvolle französische Gelehrte zu verzeichnen unter- 
lassen hat, so kann man doch bei einer Vergleichung des 
gegenwärtigen wissenschaftlichen Standpunktes tief einschnei- 
dende Veränderungen nicht verkennen ; ja vielleicht erblickt 
man einen veränderten Character des Gesammtbildes. 

Fiedler, neuere Geometrie u. Algpehra. 1 
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Gewiss ; dass dann dem Blicke des Betrachtenden die 
grossen Schöpfungen der neueren Geometrie und der 
Algebra der linearen Transformationen, die auch 
die neuere Algebra genannt werden dürfte, in ihrem 
scheinbaren Gegensatze als hauptsächlich characterisierende 
Züge in dem Bilde der Entwickelung erscheinen und dass 
er sie in ihrer nun sich vollziehenden Vereinigung als einen 
der wichtigsten Bestandtheile des Gesammtergebnisses der- 
selben erkennen wird. 

Es kann nicht meine Absicht sein, an dieser Stelle den 
Gang der bezeichneten Entwickelung genau zu verfolgen; 
man weiss zur Genüge, wie in vollkommener Unabhängig- 
keit von einander die Meister Chasles und Steiner den 
Grund zu einer neuen geometrischen Wissenschaft legten 
und ihren Ausbau rasch vollendeten, die man dann als 
„neuere Geometrie", „G^om^trie sup^rieure" oder als 
„Geometrie'der Lage" bezeichnet hat. Wenn sie als eine 
Zusammenfassung aller der in der letztvorhergehenden Zeit 
als bedeutsam hervorgetretenen Methoden erschien, so ward 
sie von ihren grossen Vertretern nicht nur zum vollständi- 
gen System der Geometrie ausgebildet, sondern es ward 
auch durch sie das Gebiet unserer geometrischen Kenntniss 
überhaupt bedeutend erweitert. Die neue Forschungsweiso 
trat nicht nur völlig selbständig neben die ältere analytisch- 
geometrische Methode, sondern sie gewann ihr den Preis 
ab und schien sie in Schatten stellen zu sollen. 

Fortan würde es, so mochte man glauben, nicht nur 
zwei verschiedene Wege zu geometrischen Entdeckungen 
geben, die analytisch-geometrische Methode des Cartesius 
und die Methode der neueren Geometrie, sondern es würde 
vielmehr diese Letztere die Entdeckungs-Methode par ex- 
cellence heissen müssen. Von ihren grossen Schöpfern selbst 
ward Werth darauf gelegt, die neuere Geometrie frei von 
jeder Beziehung zur analytisch-geometrischen Methode zu 
begründen; sie knüpften sie, wie Chasles, an die Geometrie 
der Alten, an Sätze des Apollonius und Pappus, oder 
wie Steiner und v. Stau dt an neue rein geometrische Be- 
trachtungen; sie leiteten endlich aus den Grundvorstellungen 
ihrer Geometrie Coordinatensysteme ab und schienen die 
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analytische Geometrie als Theil derselben umfassen zu 
wollen. 

Andererseits aber war noch vor dem Erscheinen der 
bezüglichen Hauptwerke aus der erweiterten analytischen 
Geometrie des barycentrischen Coordinatensystems in Mö- 
bius's sinnreichem Geiste die Theorie des Doppelschnitt- 
verhältnisses und der projecti vischen Relationen ebenso ein- 
fach als vollständig hervorgetreten; schon hatte Plücker 
durch Feststellung allgemeinerer Gesichtspunkte die leichtere 
Handhabung und den schnelleren Fortschritt analytisch- 
geometrischer Entwickelungen ermöglicht; die Principien der 
Dualität und Beciprocit&t waren durch beide Forscher in 
ihrer vollen Allgemeinheit und wahren Bedeutung dargestellt 
worden. 

Aber noch fehlte es der analytischen Methode an einem 
allgemeinen Princip zur Entdeckung geometri- 
scher Wahrheiten, und es blieb, angesichts aller der 
Fortschritte, die die Geometrie durch die Analysis seit Car- 
te sius gemacht, doch nicht unausgesprochen, dass die 
Synthesis ihr unentbehrlicher Wegweiser und dass es mehr 
nur ihre Aufgabe sei, synthetisch gefimdene Resultate ihrer- 
seits zu beweisen und zu verallgemeinem, um dabei zugleich 
sich selbst zu vervollkommnen. 

Indess ein solches Princip ward gefunden; gefunden im 
Verlaufe eines Entwickelungsganges von zunächst rein alge- 
braischen Speculationen, welche, obwohl bis auf Leibnitz 
zurückgehend, doch erst dann direct auf die Probleme der 
Geometrie anwendbar erschienen, als die Befreiung von der 
Enge des Cartesischen Coordinatensystems vollzogen und 
durch die Möbius -Plücker 'sehen Verhältniss-Coordinaten 
die Homogeneität der analytisch-geometrischen Gleichungen 
hergestellt war. Leibnitz hatte der Nachwelt nicht nur 
die Entdeckung der Differential-Rechnung, deren Ruhm man 
ihm so lange zu entreissen gesucht hat, sondern auch die 
Entdeckung der Determinanten hinterlassen, welche sech- 
zig Jahre später durch Cramer wiedergefimden und erst durch 
. die Arbeiten von Cauchy, Gauss und Jacobi ihrem 
Werthe nach umfassender gewürdigt worden ist. Sie führte 
auch zuletzt zu jenem Princip der analytischen Entdeckimg 

1* 



— 4 — 

geometrischer Wahrheiten, welches der grosse Mann in seiner 
Conception von einer „Characteristica situs" bereits geahnt 
haben kann. Die Entwickelung desselben knüpft sich sodann 
vor Allem an Gauss's berühmtes Werk: „Disquisitiones 
arithmeticae". 

Diess Princip hat die ganze Einfachheit eines bedeuten- 
den wahrhaft weiter führenden Gedankens. Wenn eine 
Gleichung zwischen zwei, drei oder vier veränderlichen 
Grössen eine geometrische Form repräsentiert, so hat die 
analytische Geometrie die Aufgabe, aus dieser ihrer Gleichung 
die characteristischen Eigenschaften der Raumform an sich 
selbst, aus ihrer Beziehung zu anderen Gleichungen, welche 
andre Baumformen repräsentieren, ihren Zusammenhang mit 
diesen vollständig zu entwickeln. Alle diese Eigenschaften, 
sofern sie nicht den Zusammenhang der Form mit den festen 
Elementen des Coordinatensystems selbst zum Gegenstand 
haben, müssen von der Lage dieser festen Elemente des 
Coordinatensystems, auf welches die Gleichung bezogen ist, 
gegen die dargestellte Form unabhängig sein, ihre analyti- 
schen Bepräsentanten können somit durch die algebraischen 
Transformationen, welche einer Veränderung des Coordina- 
tensystems entsprechen, nicht verändert werden. Und eine 
Methode, welche solche analytische Ausdrücke 
(Invarianten und Covarianten) finden lehrt, die, 
von der Gleichung der betrachteten Form allein 
oder von ihr und von den Gleichungen anderer 
mit ihr in Beziehung gesetzter Formen abhängig, 
durch diejenigen linearen Transformationen der 
Veränderlichen, welche einer Coordinaten-Trans- 
formation entsprechen, nicht geändert werden, 
ist das allgemeine Princip zur Entdeckung geo- 
metrischer Wahrheiten auf rein analytischem 
Wege. DieUnveränderlichkeit solcher Functionen 
gegenüber der allgemeinen linearen Transforma- 
tion, welche der Perspective entspricht, begrün- 
det nach demselben Princip die Entdeckung 
allgemeinerer Eigenschaften , welche ganzen Fa- 
milien von Formen gemeinschaftlich angehören. 
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Die Algebra der linearen Transformationen 
ist die Entwickelung dieses Princips; seine An- 
wendung auf die Geometrie und der vollständige Ausbau 
der analytisch -geometrischen Formenlehre, welcher durch 
dasselbe gefordert ist, sind im Werke, sie beschäftigen neben 
den rein algebraischen und den zahlentheoretischen Conse- 
quenzen derselben Lehre die namhaftesten Geometer der 
Gegenwart, und es ist der nächsten Zukunft damit die Auf- 
gabe gestellt, die errungenen Erfolge für die Förderung des 
mathematischen Unterrichts pädagogisch zu verwerthen. 
Nicht blos auf dem algebraischen und geometrischen Gebiete, 
sondern auch in den Theorien der Statik imd Mechanik und 
der mathematischen Physik ist die neue Lehre berufen und 
geeignet, die Concentration der Ergebnisse imd die Verein- 
fachung ihres Ausdrucks zu bewirken, sowie die mnemo- 
technischen Qualitäten desselben beizubringen, welche bei 
dem stets wachsenden Umfang des mathematischen Wissens 
pädagogisch so nothwendig sind. 

Innerhalb dieser allgemeinen Aufgabe lässt sich die 
specielle, welche der gegenwärtigen Schrift gestellt ist, wie 
folgt bezeichnen. Es ist unbestreitbar, dass die Grundlagen 
der neueren Geometrie, namentlich in der rein synthetischen 
Gestalt, welche ihnen Steiner und v. Stau dt gegeben 
haben, in hohem Maasse das Gepräge von Anschauungen 
tragen, welche aus der eigensten Natur der Sache geschöpft 
sind. Man muss erwarten, dass sich diess in ihrer analy- 
tischen Entwickelung durch die Leichtigkeit und Voll- 
ständigkeit offenbare, mit welcher sie sich aus den Grund- 
begriffen dieser letzteren ergeben. Diess nachzuweisen, ist 
die Aufgabe der folgenden Untersuchungen. 

Die Gliederung derselben entspringt aus der Natur die- 
ser Aufgabe. In möglichster Kürze werden zuerst die ana- 
lytisch-geometrische Grundlage und die hauptsächlichsten 
Theorien der neueren Geometrie in ihrer analytischen Form 
mit dem a posteriori geführten Nachweis der Invarianten- 
und Covarianten-Natur der wichtigsten in denselben auftreten- 
den Functionen gegeben. Die dabei statthafte Beschränkung 
auf die Formen des zweiten Grades lässt diess V-erfahren 
zu, auch abgesehen von der a prioristischen Begründung, 
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die ihm auf dem Fusse folgt. Sie umfasst die Entwickelung 
aller einschlagenden analytischen Formen aus der Natur 
der Functionen selbst; die Grundlagen der Invariantentheo? 
rie angeknüpft an die Lehre von den symmetrischen 
Functionen der Wurzeln und Coefficienten der Gleichungen. 
Mit der geometrischen Interpretation der bei den linearen 
Formen des dritten und vierten Grades erhaltenen Ergeb- 
nisse und analytischen Betrachtungen über die Geometrie 
des Maasses schliesst sich sodann der Gedankengang ab. 



I. Kapitel. 

Die analytischen Ausdrucksformen der projectivi- 

sehen Elementargebilde. 



L 

Wenn man für die Lagenbestimmung räumlicher Ele- 
mente die tetraedrischen Coordinatensysteme zu 
Grunde legt, in denen entweder die Lage eines Punktes 
durch die Verhältnisse seiner Abstände von vier festen nicht 
durch einen Punkt gehenden Ebenen oder die Lage einer 
Ebene durch die Verhältnisse ihrer Abstände von vier festen 
nicht in einer Ebene liegenden Punkten bestimmt wird, so 
liefert eine homogene Function des «'^^'»Grades mit 
vier Veränderlichen durch ihre Gleichsetzung mit 
Null die Gleichung einer räumlichen Form w'*^ Gra- 
des, einer krummen Oberfläche. Jedes bestimmte 
Werthsystem der Coordinaten, welches dieser Gleichung ge- 
nügt, individualisiert ein Element ersten Grades von derselben, 
welches ein Punkt oder eine Ebene ist, jenachdem das 
erwähnte vierflächige System räumlicher Punkt-Coordinaten 
oder das vierpunktige System räumlicher Ebenen-Coordinaten 
der Betrachtung zu Grunde liegt; man bezeichne die er- 
steren durch j?, y, ä, w, die letzteren durch J, i/, f, w. 

Alsdann wird durch 

(a, 6, c . . .$ar, y, », tu)'» 
ein homogenes Polynom des «*^* Grades in den Veränder- 
lichen 0?, y, Ä, » und mit den der Ordnung der Polynomial- 
entwickelung entsprechenden litteralen Coefficienten a, 6, c . . . 
repräsentiert, überdiess vorausgesetzt, dass die Coefficienten 
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der Entwickelung von den Binomialzahlen der n^** Potenz 
respcctive begleitet sind; während man die Abwesenheit 
solcher numerischen Coefticienten durch die andere Form 
des Ausdrucks 

(a, 6, c . . ,\x, y, ä, »)« 
andeutet. 

In Folge dessen ist 

(a, 6, c . . ,\x^ y, ä, w)" = 
die Gleichung einer Oberfläche n^^'' Ordnung, und 

(«^fty...3^§, 1?, t, 0))»= 
die Gleichung einer Oberfläche »'^''Klasse. 

Die Entwickelung und Discussion der Inva- 
rianten und Covarianten des homogenen Polynoms 
^fen Grades mit vier Veränderlichen begründet oder 
vollendet dieallgemeineTheorie der algebraischen 
Flächen. 

Wenn eine der Veränderlichen des Systems sich ' auf 
Null reduciert; — welches auch den Fall einschliesst, dass 
sie einen constanten Werth behalte; weil dieser durch eine 
einfache Coordinaten-Transformation stets auf jenen zurück- 
geführt werden kann, * — so liefern die entsprechenden ho- 
mogenen Polynome «''^"Grades mit drei Veränder- 
lichen 

(a, 6, c . . .\x, y, «)», (of, ß, y . . .$1, t/, f)« 
die entsprechenden Theorien der algebraischen 
ebenen Curven n'^ Ordnung, der Kegelflächen n'*»» 
Grades und der algebraischen Curven n'*^'* Klasse; 
die ersteren beiden Arten von Formen gehen aus den alge- 
braischen Flächen hervor als Durchschnittslinien derselben 
mit der Fundamentalebene ic = imd als Enveloppen der 
durch den Fundamentalpunkt 0=0 gehenden Tangential- 
ebenen derselben; an die Stelle der letzteren imter ihnen 
treten alsdann die Curven n^^** Klasse in der Ebene der 
drei übrigen Fundamentalpimkte, welche von den Durch- 
schnittslinien des Ebenensystems der Oberfläche n^'^*' Klasse 
mit dieser letzteren gebildet werden. Man gelangt damit 
zu dem Ausdruck algebraischer ebener Curven nf^*^ Grades 
durch dreiseitige Punktcoordinaten einerseits und durch 
dreipunktige Liniencoordinaten anderseits. 
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Das Verschwinden einer Veränderlichen mehr 
führt zu den analytischen Ausdrücken der geo- 
metrischen Formen, welche die neuere Geometrie 
als die Grundgebilde erster Stufe oder als die er- 
zeugendenFormen zu betrachten gelehrt hat. Wenn 
in dem System räumlicher Punktcoordinaten zwei Veränder- 
liche auf Null oder auf Constanten reduciert werden und 
ebenso, wenn das Verschwinden einer Veränderlichen in dem 
System ebener Punktcoordinaten statt findet, so gelangt man 
zu einer durch (ß, 6 . . .\x^ y)'»^! 

repräsentierten geradlinigen Punktreihe; nur mit dem 
auf ihre Entstehung bezüglichen Unterschiede, dass dieselbe 
nach der ersten Auffassung als die Reihe der Durchschnitts- 
punkte der Oberfläche «'^'* Ordnung mit einer Kante des 
Fundamentaltetraeders, nämlich mit der durch 

Ä = 0, tt? = 
dargestellten, nach der zweiten aber als die Reihe der Durch- 
schnittspunkte der Seite ä = des Fundamentaldreiecks mit 
der Curve n'*"* Ordnung anzusehen ist. 

Durch die Einführung der analogen Voraussetzung bei 
der Anwendung des tetraedrischen Plancoordinatensystemß 
erhält man zwei verschiedene Ergebnisse. Zuerst, von der 
allgemeinen Gleichung mit vier Veränderlichen ausgehend, 
das System der n Tangentialebenen, welche durch die Kante 

f=0, = 
des Fundamentaltetraeders an die Oberfläche n^^ Klasse oder 
an den dem Punkte w = entsprechenden Berührungskegel 
derselben gelegt werden können, also ein Ebenenbüschel, 
Sodann aber, ausgehend von der Klassengleichung der al- 
gebraischen Curve, erhält man durch das Verschwinden der 
Veränderlichen f das System der n Tangenten dieser Curve, 
welche von dem Fundamentalpunkte t=0 ausgehen, also 
ein Strahlenbüschel. Die Gleichung mit zwei Ver- 
änderlichen 

repräsentiert also ein Ebenenbüschel oder ein 
ebenes Strahlenbüschel, jenachdem man sie in 
räumlichenPlancoordinatenoder in ebenenLinien- 
coordinaten interpretiert. 
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Man erkennt somit in der binären Form des 
»^"Grades den analytischen Repräsentanten der 
geometrischen Elementargebilde oder der räumlichen 
Gebilde erster Stufe : der geradlinigen Punktereihe, des ebe- 
nen Strahlenbüschels und des Ebenenbüschels. 

In den folgenden Entwickelungen sollen überall die Ver- 
änderlichen durch X und y bezeichnet und überdiess die Co- 
ef&cienten der binären Form ohne numerische Factoren, so 
lange nicht ausdrücklich das Gegentheil gesagt ist; und mit 
unterscheidenden Ordnungsindices statt der verschiedenen 
Buchstaben, genommen werden, so dass 

(«01 »1, «t, . • . «1.$^, y)" 
der allgemeine Repräsentant der homogenen Form n^ Gra- 
des ist. 

Die n Wurzeln der entsprechenden Gleichung 

(«0» «19 «!>.•. «ii$ar, y)" = 0, 
d, h. die ihr genügenden Werthe des Verhältnisses s : y, sollen 
durch Ott, «,, «s; • • • ^n 

allgemein bezeichnet werden. 

Diese Wurzeln, das muss hier erinnert werden, haben 
eine verschiedene geometrische Bedeutung, wenn 
die Gleichung eine Punktreihe und wenn sie ein 
Strahlenbüschel odereinEbenenbüschel repräsen- 
tiert, also wenn sich dieselbe auf ein System der Punkt- 
coordlnaten oder auf ein System der Linien- oder Plan-Coor- 
dinaten bezieht. Als die der Gleichung genügenden Werthe 
des Verhältnisses x:y sind sie im System der Punkt- 
co ordinaten einfach Verhältnisse der Entfernungen zwi- 
schen Punkten in gerader Linie, d. i. Segmentenverhält- 
nisse; jede Wurzel ist das Verhältniss der Entfernungen des 
durch sie bestimmten Punktes von den Punkten der Funda- 
mentallinie des Coordinatensystems , in welcher die Reihe 
liegt, wo sie von den beiden andern Fundamentallinien ge- 
schnitten wird. Dasselbe Verhältniss ist aber in einem 
System der Liniencoordinaten oder in Bezug auf ein 
Strahlbüschel und nicht minder für ein Ebenenbüschel das 
Verhältniss der Sinus zweier Winkel, nämlich der- 
jenigen für das erstere, welche der durch die Wurzel selbst 
bestimmte Strahl des Büschels mit denjenigen beiden festen 
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Strahlen bildet, die den im Scheitel des Letzteren liegen- 
den Fundamentalpunkt des Coordinatensystems mit den bei- 
den andern Fundamentalpunkten desselben verbinden; der- 
jenigen sodann für das zweite, welche die der betrachteten 
Wurzel entsprechende Ebene mit den beiden festen Ebenen 
einschliesst, die durch die Scheitelkante des Büschels, die 
Verbindungslinie zweier Fundamentalpunkte des Coordinaten- 
systems, mit den beiden übrigen Fundamentalpunkten des- 
selben bestimmt sind. In der Zulässigkeit dieser doppelten 
Interpretation für dieselbe algebraische Form liegt die ana- 
lytische Begründung des Princips der Dualität, welches 
zu den schönsten Ergebnissen der neueren Forschung gehört. 

2. 

Wenn das Vorige die Erwartung begründet, dass 
die Theorien der neueren Geometrie aus der Al- 
gebra binärer Formen hervorgehen müssen, so er- 
füllt sich diese Erwartung schon innerhalb der Theorie der 
binären quadratischen Formen auf fast vollständige 
Weise. Die Relationen der harmonischen Theilung, 
des Doppelschnittverhältnisaes und der Involu- 
tion entspringen aus ihr leicht und vollständig,*) sammt 
den darauf gegründeten Theorien. 

Eine quadratische Form 

Oqü!^ + a^xy + a^ y* oder («o, «n «»J^p, y)* 
repräsentiert, gleich Null gesetzt, ein Punktepaar, wenn sie in 
Punktcoordinaten, ein Paar von geraden Linien oder ein 
zweistrahliges Büschel, wenn sie in ebenen Liniencoordinaten, 
und ein Paar von Ebenen, wenn sie in räumlichen Plan- 
coordinaten interpretiert wird; diese Punkte, Linien oder 
Ebenen sind reell oder imaginär, jenachdem sich aus der 
Gleichung a^ j?' -J- a, a?y -f- 0, y* == 

reelle oder imaginäre Werthe für das als Unbekannte zu 
betrachtende Verhältniss x : y ergeben; immer aber ist die 
gerade Linie, welche die Punkte verbindet, oder die, in wel- 
cher die beiden Ebenen sich schneiden, und der gemeinschaft- 



*) Man vergl. das Werk: ,, Analytische Geometrie der Kegelschnitte** 
von George Salmon. Leipzig, Teubner. 1860, Art. 4JJ*4— 24, 
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liehe Punkt der beiden Strahlen reell, als dem Werthepaar 
j: = 0, y = entsprechend. 

Eine solche binäre quadratische Form besitzt nur eine 
einzige Invariante; die man auch ihre Discriminante 
nennt; es ist die Grösse 

Sie ist eine Invariante, denn wenn man die ursprüngliche 
Form durch die lineare Transformation umformt, bei welcher 

ßX+yY und ß'X+y'Y 
respective an die Stelle von x und y treten, also in 
«0 {ßX+yYf + a, {ßX+y Y) {ß'X+y Y) + a, {ßX+y Y)' oder 
(«ni? + a,ß? + a,p) X' + [2 (a,ßy + a,ß!y) + a,{ßy + ß'y)] XY 

+ {%f + a,yy + a,y') Y« 

d. i. abkürzend A^X} + A,XY+ A^ P, 

so findet man 

AA^^^A,^ = 4 («0.0* + a,ßß; + a,ß'') {a,f + a,yy + a,y') 
- [2 {a,ßy+ a,ß;y) + a, {ßy+ ß!y)Y= {ßy'^ ß^yf (4 ya,-a,n. 
Der Factor (ßy — jS'y), dessen Quadrat hier auftritt, 
heisst die Determinante der Substitution und durch die be- 
wiesene Belation ist also der Character der Invarianz er- 
härtet;*) man kann eben dieses Quadrat stets der positiven 
Einheit gleichsetzen. Man mag auch erwähnen, dass diese 
Invariante gefunden wird, indem man die Elimination der 
Veränderlichen aus den partiellen Diflferentialen der Gleichung 
nach denselben vollzieht. 

Die Bedeutung der Relation 

4 OqO^ — ß^' = 
ist aus der Theorie der Gleichungen wohl bekannt, als die 
Bedingung der Gleichheit der Wurzeln.**) Wenn 
sie erfüllt ist, so repräsentiert die Gleichung 

aoX^+ a^xy + üif =0 
zwei zusammenfallende Punkte, Strahlen oder Ebenen. 

Die Wurzeln dieser Gleichung «,, a^ hängen durch die 
Relation ^ a^ 

mit dieser Discriminante D zusammen, worin sich die Be- 
deutung derselben wiederholt ausspricht. 

*) Vergl. Art. 17. 
**) Vergl. Art. 17. 
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Zwei quadratische Formen 

(«0, «1, ai\^yyy und (fl'o, ö'o a^x^y)^ 
repräsentieren, gleich Null gesetzt und auf dasselbe Coordi- 
natensystem bezogen, zwei Punktepaare in derselben geraden 
Linie, oder zwei durch denselben Punkt gehende Strahlen- 
paäre in einerlei Ebene oder zwei Paare von Ebenen mit 
derselben gemeinschaftlichen Schnittlinie. 

Sie geben zweien Discriminanten den Ursprung, 

welche, einzeln gleich Null gesetzt, das Zusammenfallen der 
Punkte, Linien oder Ebenen desselben Paares anzeigen. 

Man erhält femer eine in den Coefficienten beider For- 
men lineare gemeinschaftliche Invariante*) 

für welche es hier gleichfalls genügen mag, den Invarianten- 
Character a posteriori durch den Vollzug der Substitution 

x = ßX+yY, y = ß'X+y'Y 
zu beweisen. Man hat nach wieder hergestellter Ordnung 
die transformierten Formen 
Ki3» + a,ßß^ + a,n JP + [2 a,ßy + a, (ßy + ß'y) + 2 a^ß'/] XY 

+ Ky' + «ly/ + «ty'*) y% 

{<^ + a^ßß' + <^«) X^ + [2 a^ßy + «/ {ßy + ßfy) + U^ß'y] XY 

und erhält, wenn man dieselben durch 

A^r + A, XY + A^Y\ A^X* + A; XY+ A^Y^ 
respective darstellt, die Identität 

(2 «002' — «1«/ + 2ao'a2) {ßy — ß^vT = ^ A^A^' — A^ A^ 

In Folge dessen muss die Eelation 

eine vom Coordinatensystem unabhängige Beziehung der 
beiden Paare von Punkten, Strahlen oder Ebenen ausdrücken; 
es ist die harmonische Relation, die beiden Paare 
von Elötoenten bilden eiü harmonisches System 
und die Elemente desselben Paares sind einander 
conjugiert. 



*) Vergl. Art. 18. 



i^ 
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JÜ\hI ^Uiiulioh «„ «t die Wurzeln der ersten; a,', »,' die 
vU^* «wtvitou Gleichung; so kann man einerseits aus der ge- 
iV^^vU^^t^u Invariante selbst bekannte Ausdrucksformen der 
^nuoiiiachen Relation durch ein System von Identitäten 
^)4^4tony welches sogleich angegeben werden soll; und man 
Khuu anderseits von dem Doppelschnittsverhältniss der vier 
INiukto aus zu demselben Resultate kommen. Jene Invariante 
liofort; in den Wurzeln der quadratischen Gleichungen aus- 
jjiHlrückt, den Werth 

daran aber schliessen sich die Idcht zu verificierenden 
Identitäten 

2 («j tff + «/«,') — (ijf, + «t) {oi + ttf') 

= 2 («1—«,') («,—«/) — («1—«,) (2a|— «/— fif,') 

= 2 («t— «lO («f— «t') — («t— «i) (2at— ff/— fff') 
= 2 («i'— «,) (a/— «i) — («/— •««') (2üf,'— üf, — üf,) 
= 2 (flf»'--flf,) («,'—«,) — (at'—tt^) (2«,'— «,— flf,); 
so dass man die Gleichheit der gedachten Invariante mit 
Null in den vier äquivalenten Formen ausdrücken kann 

2 1,1 

.^ _.^ 



ff«— «I fff — ffi ff«— fft ' 

/ /^ — / "T" # ; 

2 1.1 



ff«— fff ff«—ff| ff«— ff« 

Sie sind bekannte Formen der harmonischen Relation*) und 
sagen aus, dass der inverse Werth der Entfernung 
eines Punktes der harmonischen Theilung von dem 
ihm conjugierten der halben Summe der inversen 
Werthe seiner Entfernungen von den beiden an- 
dern Punkten gleich ist. Man sieht, dass das identische 
Verschwinden der Invariante der beiden quadratischen For- 
men die harmonische Relation der Wurzeln derselben zur 
directen Folge hat. 



*) Vergl. Chasles, Geometrie sup^rleure Art. 61, Gl. 3, etc. 
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Anderseits aber ist das Doppelschnittverhältniss 
der durch beideGleichungen repräsentierten vier 

Elemente er,' — er, er,' — «« 

m = , : ;; 

wenn man nun die Ausdrücke für (1 + »») und (1 — m) 
bildet; so liefert die Division derselben« die Relation 

(«,—«,) («,'—«,') 1 — m^ 

welche nach den bereits benutzten Bezi^ungen zwischen 
den Wurzeln und den Coefficienten der quadratischen Glei- 
chungen in 

[2 (gpo,' + flp'g,) >- a,g|']» _ /l + »» Y 

4(a,* — 4aoöf) («i'*— 4öoV) U — «/ 

übergeht. 

Man sieht daraus^ dass für 

fii = + l 
eine der als Factoren im Nenner auftretenden Dis- 
criminanten verschwindet, dass also das eine Paar von 
Elementen des bezüglichen harmonischen Systems von zwei 
zusammenfallenden Elementen gebildet wird, wie es bekannt- 
lich nach der Natur des Doppelschnittverhältnisses sein 
muss; man sieht auch, dass für 

m=— 1 
oderfür die harmonischeTheilungdie vorerwähnte 
Invariante den Werth Null haben muss. Es ergiebt 
sich aber überdiess für m = die Relation 

4 (fl,* — 400Ö2) («i'* — 4 «o'ff«') = [2 («0«/ + «o'«t) — «1 «iT* 
Da das Doppelschnittverhältniss von vier Elementen nur 
dann den Werth Null haben kann, wenn eines der theilen- 
den mit dem einen der die Strecke begrenzenden Elemente 
zusammenfällt; so zeigt diese Relation die Existenz einer 
für beide Gleichungen gemeinschaftlichen Wurzel an; und 
da unter der Voraussetzung einer solchen die Identität des 
durch die Elimination der Veränderlichen^ aus beiden Glei- 
chungen erhaltenen Resultats mit Null besteht; so hat man 
in dem Ausdruck 

4 (öj* — 4ao««) (ö|'* — 4ao'ö«') — [2 («0««'+ «o'««) — «i«/]* 
eben diess Eliminationsresultat oder die Resultante beider 
Gleichungen. 
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Man kann dieselbe überdiess leicht in der Form 

erhalten,*) in welcher sie als die Discriminante einer 
quadratischen Form 

erkannt wird, deren* Bedeutung sogleich erhellen soll; eben 
diess gäbe nach dem Vorigen an dieser Stelle die bequemste 
Gewähr ihres Invarianten-Characters, wenn derselbe in dem 
Begrifife der Resultante selbst nicht schon deutlich ausge- 
sprochen wäre. Sie tritt zu der linearen Invariante der 
harmonischen Theilung als die in den Coefficienten 
der Formen quadratische Invariante derselben hinzu. 
Man kann sie nach den von Euler, B^zout und 
Sylvester angegebenen Eliminationsmethoden**) in Deter- 
minanten-Form darstellen, wie folgt: 

, «0 , a, , AT, 

«01 «M «2 1 ^^ 
Ö , «fo', «19 ««' 
öo', «l\ «29 ö 

und kann endlich aus ihrem Ausdruck in Gliedern der 
Wurzeln beider Gleichungen die vorher bezeichnete Be- 
deutung wieder erkennen; als die Dififerenz von dem 
Quadrat der linearen Invarianten und dem vierfachen Pro- 
duct der Discriminanten beider Gleichungen ergiebt sie sich 
mittelst der Relationen 

^ = - T ("^"-"'^'^ ^ = "^ T ^««'-^*')^ 

I2.1 = -^ I 2 (er, «, + «,'«/) — («, + ag) («i' + «2')) 

in der Form 



R = 



«o*«o'* 



|(a,— aj)'(of,'— flrj')2— L2(«i'y2+«i'«2')— C«i+«2)(«i'+«2')li 5 



d. h. mit Vernachlässigung des Factors °^ - 

R rrr (of,_or,') (^a^ — ct^) (ofg—cr,') (efj— of/). 



*) Vergl. ,, Analytische Geometrie der Kegelschnitte etc." Art. 342. 
**) a. a. O. Art. 342—44. Vergl. unten Art. 13, 14. 
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Sie wird zur Null, wenn beide Gleichungen eine gemein- 
schaftliche Wurzel haben. 

Die quadratische Form 

((«0«/— «o'«i); 2 («0«/— «o'flj), {a^a^—a{a^)\xyyyy 
als deren Discriminante die' Resultante beider 
Formen so eben bezeichnet worden ist, bietet die 
natürliche Anknüpfung, um nach der Betrachtung 
der Invarianten nun von den Covarianten der 
quadratischen Form zu sprechen. Denn sie ist eine 
Covariante beider gegebenen Formen, d. h. eine solche 
Function der Coefficienten und Veränderlichen derselben, 
welche durch eine lineare Substitution nicht anders als durch 
Hinzutreten eines der Substitutions - Determinante gleichen 
Factors verändert wird. • 

Man bezeichnet dieselbe als die Jacobi'scheFunctio- 
nal-Determinante der beiden Formen und bildet sie aus 
den partiellen Differentialen derselben nach den beiden Ver- 
änderlichen , wie folgt. Wenn durch die Symbole S und S 
die beiden quadratischen Formen 

(«0, «1, a^^, yfy (ao\ a/, a^\xyyy 
respective bezeichnet werden, so ist die Functional - Dieter- 
minante derselben 



dS 


dS 


dx ' 


dy 


d^ 


dg 


dx' 


dy 



An diese Bildung knüpft sich der Nachweis ihres Covarianten- 
Characters auf das Leichteste an. Die lineare Substitution 

x = ßX^yY, y = ^X + yY 
führt die partiellen Differentiale in die neuen 

^ (£5 . ^. dS dS ^ ,dS ^ 

^dX+^dY' ^dX + ^dY^^^^ 
über und es tritt daher in der analog gebildiBten neuen De- 
terminante nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten 
nur die Determinante der Substitution 

ff Y 
zur alten als ein Factor hinzu. 

Fiedler, neuere Geomelrie u. Alg-ebra. 
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Die wirkliche Ausführung der Diflferentiationen liefert 
dS ^ dS ^ 

dS^ ^ , , dS^ o ' I ' 

— ~ 2floa? + /i, y, ^ — 2a^y + a^x, 

SO dass der Werth der entwickelten Determinante gefunden 
wird wie oben 

Man kann ihr endlich die Determinantenform 

X', — 2xy, y^ 

«,', «/ , ÜQ 

geben, welche mit dem Vorigen identisch ist. 

Ihre geometrische Bedeutung liegt in ihrer Natur 
als Covariante der betrachteten quadratischen Formen aus- 
gesprochen; sie repräsentiert, gleich Null gesetzt, 
ein Paar von Elementen, welches in einer vomCo- 
ordinatensystem unabhängigen un veränderlichon 
Beziehung zu den durch die quadratischenFormen 
selbst bestimmten Elementen ist. Die Natur dieser 
Beziehung bleibt zu entwickeln. Sie ergiebt sich aus der 
Betrachtung der linearen Invariante zweier binären quadrati- 
schen Formen. Dieselbe zeigt sofort, dass die beiden von 
der Covariante repräsentierten Elemente mit jedem der Ele- 
mentenpaare der gegebenen Formen selbst in harmonischer 
Relation sind; denn die Zusammenstellnng der entsprechen- 
den Coefficienten der drei Formen 



«0> 


«i 7 


«,; 


«o'; 


<> 


ffj'; 



liefert die der harmonischen linearen Invariante entsprechen- 
den Identitäten 

2öo'(«i«j' — «i'öa) — 2a,'(a^,rt/— ay'«j)-|-2ffg'(«oö,' — «o'öi) =^^' 
Demnach bezeichnet die Covariante der bei- 
den quadratischen Formen die Doppelpunkte oder 
Brennpunkte des involutorischen Systems, wel- 
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ches von den zwei durch diese selbst dargestell- 
ten Paaren von Elementen bestimmt ist.*) 

Man erhält dieße Covariante in Gliedern der Wurzeln 
beider Formen, indem man in ihrem Ausdrucke in den Co- 
efficienten mit dem Factor a^a^' dividiert, also 

nach den bekannten Relationen in der Form 

+ [(cf,+ «2) a/flfj' — («/ + Oi) «1 «2] y^' 
Man findet ebenso durch Einführung in die oben ge- 
gebene Determinantenform 

x^, 2xy , f 

«1 «2; ai+«2» 1 

«1 «2 ; «1 +«2 y 1 I 

ebenfalls mit Hinweglassung des Factors a^a^ gegen die ur- 
sprüngliche Form. 

Wenn die beiden quadratischen Gleichungen eine ge- 
meinsame Wurzel besitzen 



flf, = Cf/ 



so wird die lineare Invariante der harmonischen Relation in 
Gliedern der Wurzeln auf das Product 



ö„flo 



2"" («i""««') («1— ^^2) 

reduciert, die Resultante wird Null und der Werth der Co- 
variante der Doppelpunkte ist 

«0 «0' («2' — «2) (^ — «1 y)*- 

Dieselbe ist somit ein vollkommenes Quadrat und re- 
präsentiert zwei zusammenfallende, mit denen, die der ge- 
meinschaftlichen Wurzel entsprechen, überdiess identische 
Elemente. Es ist die analytische Parallele zu der geometri- 
schen Wahrheit, dass die gemeinschaftlichen harmo- 
nischen Theilpunkte**) von zwei Segmenten, die 

*) Vergl. Chaslcs, „Geom. sup^r." Art. 205. 
**) Hier und überall im Folgenden, wo von Punkten und Segmenten 
speciell die Rede ist, stehen dieselben nur als Stellvertreter der Ele- 
mente der Gebilde erster Stufe und können durch Strahlen eines 
ebenen Büschels oder durch Ebenen eines Büschels ersetzt werden. 
Die Auslassung erscheint nach dem Vorigen erlaubt ijnd im Interesse 
der Kürze geboten. 

2* 
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einen gemeinschaftlichen Endpunkt haben, eben 
nur mit diesem gemeinschaftlichen Endpunkte 
selbst zusammenfallend existieren. 

Die Form der harmonischen Invariante für den Fall 
einer gemeinsamen Wurzel lehrt überdiess, dass sie nur 
dann mit Null identisch werden, d. h. dass unter dieser 
Voraussetzung die harmonische Beziehung nur dann statt- 
finden kann, wenn man ausser 

a, = cr,', noch hat entweder a, =«2 oder cifi=a2', 
d. h. wenn die eine quadratische Form Elemente darstellt, 
die mit einem der von der anderen repräsentierten Elemente 
zusammenfallen. Darnach ist jeder Endpunkt eines 
Segments als die Vereinigung zweier zusammen- 
fallender harmonischer Theilpunkte desselben 
anzusehen. 

Man sieht, wie schon aus der Betrachtung von nur zwei 
quadratischen Formen die Theorie der harmonischen Theilung 
und des Doppelschnittverhältnisses, sowie einer der wesent- 
lichsten Bestandtheile der Theorie der Involution hervor- 
gehen; man könnte diese Ergebnisse leicht vervollständigen, 
z. B. die Existenz des Centralpunktes und seine Be- 
ziehungen zu den gegebenen Punktepaaren aus dem Vorigen 
erweisen, indem man an den Ausdruck der Doppelpunkt- 
Covariante in Gliedern der Wurzeln 

[(«I + «2) — («/ + «2')] ^' + 2 («i'tf2'— «I «2) ^y 

+ [(«1 + «2) «i'of2'— («i' + «2') «1 «2I 2/* = 
die Bemerkung knüpft, dass dem in der Mitte zwischen 
beiden Doppelpunkten gewählten Coordinatenanfang, d. i. der 
numerischen Gleichheit der beiden Wurzeln dieser Gleichung 
bei entgegengesetztem Vorzeichen, die Relation 

entspricht; als der analytische Ausdruck der be- 
kannten Eigenschaft des Centrums der Involution, 
wornach das Rechteck der Entfernungen der End- 
punkte der involutorischen Segmente von diesem 
Centrum einen constanten Werth hat.*) 

Anderseits kann man leicht zeigen, dass dieser Cen- 
tralpunkt selbst der angebbare Endpunkt desjenigen unter 

*) Vergl. tJhasles, „Geom. super." Art. 197. 



— 21 — 

den die Involution bildenden Segmenten ist, welches den 
unendlich entfernten Punkt der geraden Linie, in der sie 
liegen, zum anderen Endpunkt hat. Aber der natürliche 
Platz der Theorie der Involution ist bei der gleichzeiti- 
gen Betrachtung von drei quadratischen Formen, 
als welche erst der bekannten Bezeichnungsweise als In- 
volution von sechs Punkten entspricht; auch die allgemeine 
Bedeutung des Doppelschnittverhältnisses kann dann erst 
hervortreten. 

3. 

Die drei binären quadratischen Formen 

haben eine gemeinschaftliche Invariante, die man in 
der Form 

I t f 

Öq ; ^1 ; ^2 



ft ff ff 



am einfachsten durch eine lineare Substitution imd nach 
dem Multiplicationsgesetz der Determinanten als eine solche 
erkennt. 

Wenn man sie durch I,,, und die drei quadratischen 
Formen durch Ä, iS^, S>' bezeichnet, so ist 

die Bedingung, unter welcher die drei quadratischen Formen 
durch eine lineare Relation 

kS+iiSr + v:^' — 
mit den Constanten A, ft, v unter einander verbunden sind, 
unter welcher also aus zweien von ihnen die dritte hervor- 
geht; denn alsdann müssen die Grössen a?*, a?y, y^ sich linear 
zwischen den drei Gleichungen eliminieren lassen.*) 

Eben auf diese gegenseitige Beziehung aber geht der 
Ausdruck der Involution. Die angegebene Determinante 
ist daher auch identisch mit der im §. VI des von der Invo- 
lution handelnden Kapitels der „G6om. sup6r.", Art. 218, auf- 



*) Hier und im Folgenden verdanke ich das Wesentlichste Cay- 
ley's „Fifth Memoir upon Quantics** Philo». Trans. Vol. 148, p. 434, 
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gestellten Grundgleichung a) für die Involution von sechs 
Punkten; dieselbe weicht nur durch die statthafte Voraus- 
setzung »0 = rfo' = Oq' von dieser Determinante ab. 

Dass aber die in dieser Letzteren ausgesprochene Re- 
lation die involutorische ist, lässt sich hier am einfachsten 
im Anschluss an das Vorige erkennen, und es genügt dazu 
die Ueberführung der aus den Coefficienten der Gleichungen 
gebildeten Determinante in eine aus den Wurzeln gebildete. 

Für die Wurzelpaare «,, a^] «/, ofj'; ofi"; «j" erhält man 



Ij «1 + «i j 



er, «2 



«1 a 



n 



// 



1 ; «l" + »t"? 






CK 



und wird dadurch sofort an die analoge Ausdrucksform der 
im vorigen Artikel mit untersuchten Covariante 

y*, Ixy , x^ 

1 , a, + «2 ? «I «2 

1 ; «1 + Ofj , Ofl «2 

erinnert, welche speciell das Paar der Doppelpunkte 
als das dritte der involutorischen Punktepaare betrifift. In- 
sofern sie die Doppelpunkte der Involution sind, müssen sie 

der Bildung der soeben betrachteten Involutions-Rclation für 

if ff 

«1 = «2 " 

entsprechen, so dass man hat 

1, 2« , «« 

1 , Of| H- «2 J «I «2 
1? «1 + «t; «J «2 

eine Relation, welche dem entspricht, was man die Invo- 
lution von fünf Punkten zu nennen pflegt.*) Wenn man 
in derselben die Grössen a„ a^, «/, «,' als gegeben betrach- 
tet, so liefert sie eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung von a und die aus ihr erhaltenen Werthe dieser Grösse 
a', a" sind genau nichts Anderes als die Wixrzeln der aus 



= 0; 



*) Man findet z. B. die erste der Relationen d) des Art. 192 der' 
„Geom. super.", 



a b, a b' ae^ 



* 1 1 



ab. ab 



a e 



2' 



wenn man die den Wurzelpaareu «j, «g; a/, a^ rcspcctive entsprechen 
den Punkte durch a, b; a\ // und den der Wurzel a entsprechenden Dop- 
pelpunkt durch e bezeichnet. 
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jener Co Variante durch Vergleichung mit Null gebildeten 
Gleichung, da man dieselbe in der Form 

2a? x^ 



^' y ' U" 



-r^O 



Ij or, + «Yj , er, «2 
' ; «I + «2 ; C'i «8 

schreiben J^ann. 

Da diese Punkte a dem Zusammenfallen solcher Punkte- 
paare entsprechen, wie sie in die Involution eintreten, so 
werden sie als die sich selbst conjugierten Punkte 
des Systems bezeichnet, insofern man die Punkte jedes 
der Involution angehörigen Paares als einander conjugiert 
benennt. 

Es ist nicht schwer, ihre Existenz und den eben 
bez ei ebneten analytischen Aus druck dies er Punkte 
aus der Natur der involutorischen Relation 

kS+ fiS' + vS" = 
abzuleiten. Dem Begriff der Doppelpunkte, d. i. der 
Existenz gleicher Wurzeln in der Gleichung 

entspricht die Forderung, die Constanten A, ^u so zu be- 
stimmen, dass 

XS + fjiS' 
ein vollkommenes Quadrat werde, nämlich 

Damit aber 

A5 + jLiiS', d. i. 

(«0^ + «oV) ^' + (^i^ + «iV) ^y + («2^ + ^%t*)y^ 

ein vollkommenes Quadrat werde, muss man haben 

(ff, ; + ö, V)* =^4 ((1^1 + a^'ii) (<7oX + «oV) 
oder 

Nun fliesst aus 

XS + fiS" :zr= o == öq" (x — ayy 
A : ^ = 5': — 5, 
so dasö man für die vorige Relation schreiben kann 
5'*(ffo ffg — ff,*) — 2 S'S(2 0002+ 2 ff^'o, — ff , ff ,') + Ä* (ffo'ffj' — ff ,'^)= - 0, 
in welcher nach denselben Voraussetzungen der Ausdruck 
der linken Seite bis auf einen Factor 
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= (ar — ayy (x — a'yf 
sein muss. Man erhält aber anderseits bei Einführung 
der Werthe von 5 und 5' durch Entwickelung aus dem 
vorigen Ausdruck den neuen 

das Quadrat der Covariante, und erkennt damit von ganz 
anderen Grundlagen aus die den Doppelpunkten entspre- 
chenden Grössen 

X — aify X — a"y 
als Factoren der Covariante. Damit sind die Entwickelungen 
des vorigen Artikels mit denen des jetzigen in die directeste 
Verbindung gesetzt. 

Zugleich spiegelt sich in dem Gange dieser Entwickelung 
die harmonische Beziehung der Doppelpunkte auf die durch 

5 = 0, 5' = 
repräsentierten beiden Pimktepaare. Wenn die den Wur- 
zeln or,, oTj) 0/; «»' entsprechenden Punktepaare gegeben und 
die Doppelpunkte oder die sich selbst conjugierten Punkte, 
als welche den Wurzeln «', a" entsprechen, bestimmt sind, 
so bildet ein jedes Paar von Punkten — es kann als den 
Wurzeln «/', or," entsprechend gedacht werden — welches 
auf das Paar der Doppelpunkte harmonisch bezogen ist, mit 
den beiden ersten Punktepaaren eine Involution. 

Die Auffassung der Doppelpunkte als der sich 
selbst conjugierten Punkte der Involution gestat- 
tet, sie als zwei Punktepaare 



// // 



a, a , a y a 



zu betrachten, welche mit dem dritten Paare «,", «," 
eine Involution bilden. Die involutorische Relation für 
diesen speciellen Fall muss sich aber nach dem Früheren auf 
die harmonische Relation der Punktepaare ori", a,"; «' , a re- 
ducieren. 

Und in der That ist zur vollen Bestätigung dieser Zu- 
sammenhänge 

1, 2«" , «"« 
, a, H- flfj , a, a, | 
{a^a") [2 (a/V'+« «") - («i"+0 (« + «")] = 

identisch* 



= Omit 
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Die Theorie des Doppelschnittverhältnisses gewinnt ihre 
wichtige Bedeutung für die Geometrie vor Allem durch die 
Vergleichung zwischen den Doppelschnittverhält- 
nissen verschiedener Reihen von Elementen; aus 
dieser entspringt die Theorie der homographischen 
Reihen und Büschel oder die Theorie der pro- 
jectivischen Elementargebilde. Auch diese Theorie 
ist der Analysis leicht zugänglich und fällt demselben For- 
mengebiete anheim, in dem das Vorhergehende sich bewegt 
hat. Denn bezeichnet man wie vorher durch die Werthe der 
Wurzeln quadratischer Gleichungen die Punktepaare, welche 
durch diese selbst repräsentiert sind, so sind «!,«»•, «/, a/; 
«,", «,"; «/",«,'" vierPunktepaare, welche, in die beiden Gruppen 



/^ 



#// 



ff 



«„ a, , «1 , a, ; «2, a, , a, , a, 



/// 



vertheilt, einer Doppelschnittverhältnissgleichheit den Ur- 
sprung geben, wenn man hat 



= 0. 



1, 


«. ; 


«2 7 


a, cfj 


1, 


«/ > 


^2 ; 




1, 


«1 ? 


1» 


«1 «2 


1, 


/ff 

«1 ; 


fff 





Die abkürzenden Bezeichnungen 

^1 = («/— «i") («I — «i'"); ^2 = («2'— O («2- 

^1 — («1"— «1) («1'— «/"); ^2 = (0^2"- «2) «■ 

C'i == («1—«/) («1"—«/"); ^8 = {^t--^t) «'- 
welche die Relationen 

A,+B, + C,= 0, .4, ^. Ä, ^. C, = 0, 



«2 ); 

Cf2 ), 

«2 ); 



£>jC j— — O2V1 ^\^% C2>tI|^ AytJ^ A^Uy 



et 



I ; «2 ; «1 «2 



üf, , «2 , Cf, Of, 



// 



// 



«1 , «2 , Of, flf, 



/«» 



/// 



2 
ft ff 

2 



«1 > «2 ; «1 «2 

dem Verschwinden 



begründen, machen sichtbar, dass mit 

der Determinante die dreifache Proportion gilt 

A^ • £>j I C/j i — i ^2 • *'2 • 2* 

Man sieht aber sofort, wie dieselbe nichts Anderes als 
die Gleichheit der drei entsprechenden Doppelschnittverhält- 
nisse beider Punktereihen ausdrückt, z. B. die Proportion 

>4j : Ä, == ^2 • ^2; d. i. 



Ott 



a. 



ff 



«1 — «1 



fff 



a. 



-a. 



ff 



a. 



er« 



fff 



fff 



«1 —«1 «1 — «1 



ff 



or« 



/<# 



-a. 
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für das Doppelschnittverhältniss der durch die Punkte «,",«,'" 
getheilten Strecke «/«j und der entsprechenden durch a«",^«'" 
getheilten Strecke cLt^i\ etc. 

In den Relationen 

A^ + B^ + C^~ 0, A^ + B^ + Cj =--= 
ist zugleich der Zusammenhang gegeben, welcher 
zwischen den drei Doppolschnittverhältnissen 
stattfindet, die aus den nämlichen vier Punkten» 
gebildet werden können« 

Bezeichnet man die drei Verhältnisse 

durch 

> , 

respective, so hat man unter gehöriger Beachtung der Vor- 
zeichenänderungen die drei ßelationen 

— = 1 — $"'^—,= 1 — $j v^' ""^ ^ — ^'; 

wie solche im 31. Artikel der „G6om6trie superieure^^ ge- 
geben sind. 

Natürlich erhält man durch die Gleichsetzung eines die- 
ser Verhältnisse mit der negativen Einheit die harmonische 
Relation wieder, wie sie vorher gegeben ist; es liefert z.B. 
das erste dieser Doppelschnittverhältnisse 

diese Relation in der Form 

2 (a,a/ + a,"a/") — (of, + «,') (or," + a/") ^:= 0. 
Wenn man aber an die Mannichfaltigkoit der Aus- 
drucksformen denkt, welche die „G^om. sup6r." und 
andere der neueren Geometrie gewidmete Werke für die Be- 
ziehung der Homographie oderProjectivität geschaflfen haben, 
so bietet auch dafür die analytische Betrachtungsweise natür- 
liche und vielfache Gelegenheit. Man betrachtet z. B. neben 
den projecti vischen Tetraden «,, «,', «/', «,'"; «,, a^f «j", «j'", 
für welche die Relation 



f t r » 



1, or, ,«,,«, cfg 



* ff rr f 



- = 
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besteht, noch die anderen tj, t,', t/', t,'"; t,, tg', Tj", r,'", als 
für welche ebenfalls die projectivische Relation besteht, die 
man in der Form 



Tj Tj , Tg ; 



1 



'1 



'i 7 



— — Ta . — Tf • I 






2 ; 



1 ; 



Tj Tg ; Tg ; T| , 



1 
l 



= 



geschrieben denke. Die Multiplication beider Ausdrücke 
liefert eine allgemeine Gleichung der Projectivität, 
aus welcher zahlreiche specielle Formen leicht abgeleitet 
werden können. Sie ist nach der Multiplicationsregel der 
Determinanten 

(t, -a,)(Tg -ofg), (t, -cf/X^j -«/)? 
(t/ -a,)(Tg' -ttg), (t/ -a,')(rg' -^g'), 

(r," -ai)(r2''-«2); (^i" -«OCV -«2'); 
(Ti"-ai)(rg'"-ag);(Ti"-aj')(Tg'"-ag'), 

Für die Voraussetzungen 



''l -«J )(^2 -«2 ) 
^C»*! -<^l X^2 "'^i ) 

j(«j -«1 jvt ~«« ) 



-:zO, 



»/ 



«1 » ^2 

«I ; ^2 



a 



a« 



2 7 



«1 ; ^2 =«2> 



#*/ 



»rf 



T, =zaj , Tg =a. 



verwandelt sich diese Determinante in die andere 

0,0, (a,'~of,")(«j -ofg"), (c^i'-ai'")(«2'-«2"') 
ar-ai)«"-«2).(«i"-«/)(«2'"-0, , 

'«/"-«i)«' -«2)»(«i" -«i')(«2" -«2')» , 

Diese letztere zerfällt aber als von der Form 
o , o , de, % 

in gleiche Factoren 

[(«!—«/') («,'—«/") (Ofg— «g'") («g'— «g") 

— («1— «r') («i'— «1") (cf2-"a2") («^Z— «2'")]'^ — ^• 
Diese Relation drückt die Doppelschnittverhältniss- 

gleichheit der beiden Tetraden 



0. 



= (ah . gh — cd, ef) (ah. hg — cf, de) 



«o «1 ; «o «1 5 «2; «2 > <^2 ; «2 
aus, und die beiden möglichen anderen Doppelschnittverhält- 

nissgldchheiten sind leicht durch die beiden anderen ana- 
logen Substitutionen zu erhalten; z, B, durpb die Sub- 
stitution 
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^i — «i; U 



a 



»0» 



ft 



// 



//# 



Ti=a,, T2=0fi , T, =^«1 , T, ^= 









1 ; 






eine Determinante, welche auf dieselbe Weise die Doppel- 
schnittverhältnissgleichheit der Reihen «/; a^, a/", «/'; «/, 
«2, cfj'", «j' ausdrückt. 

Die Relation der Homographie überträgt sich 
aber endlich mit derselben Leichtigkeit auf zwei 
Reihen von beliebig vielen Punkten. 

Wenn die eine Reihe durch die Wurzelwerthe 



«l; «1 ; « 



1 ; 



tCt 



fff 



; «1 



f//f 



die andere durch die entsprechenden 



/< 



«„ «8 , «2 ; «2 



ffr 



Ct. 



fnr 



etc., 



etc. 



bestimmt ist, so wird durch die Gleichung 



1 



ff 



1,1, 

t ff 

«l«t; «iV; ai"«2"; 



l 



a. 



1 ; 

2 ; 



fff 

«1 7 
fff 



a 



a. 



fff 



/ff 



«2 



ffff 

1 ? 
ffff 



ffff 



«1 «2 ; «1 «2 



==0 



die Homographie beider Reihen ausgedrückt; wenn dieselbe 
nach der üblichen Bezeichnungsweise die Gleichheit aller 
Determinanten mit Null vertritt, die aus irgend vier ver- 
schiedenen Verticalreihen des von ihr umfassten Aggregates 
gebildet sind. Denn sie bezeichnet dann die Gleichheit der 
Doppelschnittverhältnisse von vier Punkten des einen Systems 
mit denen der entsprechenden vier Punkte des anderen 
Systems. 

Ihre Form giebt den Satz: Wenn irgend drei 
Punkte des einen und die entsprechenden drei 
Punkte des anderen Systems gegeben sind, so kann 
zu jedem vierten Punkte des ersten der entspre- 
chende des zweiten linear gefunden werden. 

Da durch die entwickelten Ausdrücke ebensowohl die 
Natur der Elemente beider homographischen Reihen alß auch 
ihre gegenseitige Lage voUkonunen unbestimmt gelassen ist, 
so können nach den Erörterungen des 1. Artikels beide 
Reihen ebensowohl aus Elementen derselben Art, als aus 
Elementen verschiedener Art bestehen, d. i. sie können gleich- 
zeitig geradlinige Punktereihen, oder Strahlenbüschel etc., 
oder es kann die eine von ihnen eine geradlinige Punkte- 
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reihe, die andere ein Ebenenbüschel etc. sein; und sie kön- 
nen andererseits ebensowohl ganz getrennt von einander, 
als auch innerhalb eines gemeinschaftlichen Ortes 
gelegen gedacht werden, d. i. zwei Punktereihen in derselben 
geraden Linie, zwei Strahlenbüschel in demselben Punkte, 
zwei Ebenenbüschel in derselben Scheitelkante. Aber diese 
letztere Voraussetzung führt zu der wichtigen Erkenntniss 
der Existenz von Doppelelementen, d. h. von solchen, 
welche als Vereinigungen zweier entsprechender Elemente 
beider Reihen anzusehen sind, also von Doppelpunkten in 
zwei vereinigten projectivischen Reihen, von Doppelstrahlen 
und Doppelebenen in zwei vereinigten projectivischen Strahlen- 
oder Ebenen -Büscheln. Diese Doppelelemente verbinden 
die Theorie der Projectivität mit der Theorie der Invo- 
lution, zu welcher sich, die Untersuchung deshalb von 
Neuem zu wenden hat. 



4. 

Die Punktepaare w,, «,; er/, «2'; «,", a, 
sind in Involution, wenn man hat 

1 , 1 , 1 , . . 

«!+««> «l'+«j'> «1"+«»", • • 



// 



Clt 



ftt 



« 7 «1 ; 



fff . 
a« etc. 



ai«2 



«1 «2 ; 



// 



a< a. 



ff 



= 0, 



d.h. wenn jede der aus drei Verticalreihen des 
hier umfassten Aggregats gebildeten Determinan- 
ten den Werth Null hat; denn jede derselben giebt die 
involutorische Relation der drei von ihr umfassten Punkte- 
paare. Wenn aber diess der Fall ist, so hat man auch 



1 
a 



l 



1 



1 ? 



« ? 



«/ ? 


ff 

«1 y 


fff 

«1 


< y 


ff 
^2 y 


fff 

«2 


f f 


ff ff 


fff fff 



= 0, 



«1 «2? «1 «2 ; «I «2 ; öf, Cf, 

die Relation der Projectivität, denn diese Determi- 
nante kann in der Form 



«1 
1 



«1 
1 



1 



*t 



«1 
1 



y ' y 
of.-t-org, «i'-f-of,', «,"+«2"; a/"+a2 



/»# 



*/• ff* 



or, «2 , tt, cci , «, «2 , or, or. 



= 
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geschrieben werden, welche die Involution aller der aus 
ihren Elementen zu bildenden Gruppen von Paaren umfasst. 
Es verdient aber besonders bemerkt zu werden, dass die 
Determinante 



1 ; 



1 



a- 



Ofi 



7 



1 



1 y 



eis 



«1 



«/ 



7 
7 



1 



or« 



//* 



Ol 



*«/ 



«I «2 



/## /*» 



«1 «t 



==0, 



welche die Projectivität der Reihen a,, a,*, «j", «,"' und «r,, 
Oft', ofj", üfj'" ausdrückt; nicht minder wie die vorige auf die 
involutorische Determinante 



«1 7 

1 



er. 



1 



I» 



1 



nt 



ft 



= 



7 * 7 * 7 

«*7 «l+«2 7 «1 +«t 7 «1 +«2 
«1 «2 7 ^\^2 y "\ «2 7 «1 «2 

führt, dass somit unter der Voraussetzung, es seien 



«17 «2; ai'7 ^^2'; «i"? «2"; ai"'7 <" 



involutorische Punktepaare, ebensowohl 



als auch 



0^17 ^\7 ^\'y ^r «nd a„ «/, «,", «2'", 

«17 ««'7 «2"7 «2"/ ^nd Ofj, «,', «,", ff,'" 



projectivische Reihen sind; d. h. dass die Relation der 
Projectivität zwischen beiden Reihen nicht ge- 
stört wird, wenn man einen beliebigen Punkt der 
ersten Reihe als der zweiten und den ihm ent- 
sprechenden Punkt der zweiten Reihe als der 
ersten angehörig betrachtet. Diess ist die bekannte 
characteristische Eigenschaft der Involution;*) und sie 
kann für nur drei Paare von Elementen ganz in 
derselben Weise ausgesprochen werden, denn für 
die aus den Elementen von drei Paaren a,, «j; er,', a^'; «,", a^" 
gebildeten Reihen a,, «,', «,", «2; «,, er,', ct^\ «, leitet eben- 
falls die Beziehung der Projectivität direct auf die der In- 
volution. Es ist 



*) Vergl. „An/ilyt. Geom. d. Kc^elschn." Art. 400 11. 425. — „Oeo- 
mdtrie snperieiire" Art. 241. 
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0=rr 



1 ; 1 , 


t , 1 




«1 ; «i' ? 


er, ' , rr2 


«1 } «/ ; «i" ; «2 




1,1,1 ,1 


«2 ; ««' ; «s" 7 «1 




«, + «2, «,'+0^2'; ai"+0f2"; «1+^2 


a, «2, «/«a'; ^1*^2 y ^\ ^2 




«1 «f2 , «i'ßfi' ; «l"«2" ? «1 «^2 




«1 ? «l' , 


«1 > «1 «2 
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«i+«2? ai'+a2', 


«i"+a2"; ^ 
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Ofl «2 , Cf,' 


«/ , 


" " A 
«1 «2 ; W 


« 



(nämlich durch Subtraction der Glieder der letzten Reihe 
von denen der ersten) 

1,1, 1 

= («1 — «2) «i+«2; «i'+tt/; ^i'+^i' =-=0. 

a,0f2 j ^\^2 j «i'V 

Der Ausdruck der Gleichheit der Doppelschnittverhält- 
nisse der Reihen 

«i; «o «i"; «2 und a„ «a', «a", «j 

als die Bedingung ihrer Projectivität 



«2 — «2 



«4 



«o 



«1 



•«« 



a. 



a, 



er. 



Of. 



oder 



(«1— «i') («i"— «^2) K'— «1) («2— «2") 

= («^2— «2') (V— «1) («1'— a2)(«i— «1") 
giebt demnach auch eine Bedingung ihrer Involution. 

Man kann diese involutorische Relation in sehr ver- 
schiedenen Formen geben; eines der Mittel, dieselben zu 
erhalten, besteht in der Multiplication der Determinante 

1,1, 1 

«,+«2, ai'+«2'; ai"+«2" 



«laj; «i'ai' ; «l'V 



=r.= 



= (A-|u)(^-v)(v-A). 



mit der Identität 

1« «• «' 

— X, — fA, — V 

1, 1, 1 

Wenn man die Involutions-Determinante durch D^ be- 
zeichnet, so hat man 

A- (A-fi) (fi-v) (v-X) = 

a-a,) (A-a,), (A-aO (A-a,'), a~«/')(A-«2' ) 
(fi— a,)(fA— a2);(^— cfi')(fi— «2')? (f*— «i").(f* — O 

(v— a,)(v— Cf2),(v— «i'K»'— «2'); 0'— «i")0'— «O 1' 
als die allgemeine Form der involutorischenRelation. 
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Daraus entspringt für 
die Gleichung 

,(«,— a/)(a,-crj'),(of,— 0f/')(flf,-cf2") ! 

^(cfjj— «,')(«,— a2'),(a,—a/')(flf,—of2") 1^ 

d. i. 

Di («,— cfg) = — 



(«2— «1') (a2~«2')j K— «/') (««— o r 

Man erhält demnach die involutorische Relation in der 
Form 



oder 



= («8 — «,') («2— «2') K — «l") («1— «t") 



Of. 



•a, 



«I 



a. 



tf 



or« 



■Cf« 



er« 



er* 



»« 



er. 



Of, 



$» 



a, — «2 



Cf« 



«1 



cv. 



a« 



d. i. die schon betrachtete Gleichheit der Doppelschnittver- 
hältnisse der Tetraden aus drei Paaren. 
Man erhält ebenso für 

die Relation 

A- («1—«/) («i'— «1") («1"— «i) = 

(«/—«,) (flf/— «2)? ^ ; («/-— ai")(«i'— '^") 

aus welcher die Factoren (a, — r,') («/ — «,") (c^," — «,) beider- 
seits verschwinden, so dass 

Di = («t— «2') («1'— «»") («1"— «2) + («1— a2")(«i'~''2) («1"— «i') 
wird; oder die involutorische Relation 

{ ux—u ^) (<y/--cf2") (gj"— «2) _ _ 1 

(«1— «2") («/— «2) («/'— «2') 
sich ergiebt, welche man wie die vorige z. B. im Art. 184 

der ,,G6om6trie sup^rieure" findet. 

AVenn eine beliebige Anzahl von Elementen- 
Paaren «,, «2; a/, «2'; «1 '> ^2? <^i"; «2" ^^c. eine Involu- 
tion bilden und in Bezug auf irgend vier Segmente 
des Systems«, üfj, «,'«2', ^\'^%'y <^i '«2" die zu einem 
durch die Wurzel c bezeichneten Element con- 
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jugiert harmonischen Elemente tf j j, <»i /; <?! 2", er, j" be- 
stimmt werden, so ist das Doppelschnittverhält*" 
niss dieser letzteren unabhängig von der Lage des 
erster en, d. h. die Elementenreihe Cn, tf,,', 0,2", <y,2'" 
ist mit der einem anderen Element t harmonisch 



CO nju gierten Reihe Tj,, tj,', Tji'; 
d. i. man hat die Relation 

1,1,1 , 1 



T,,'" projectivisch; 



f ff fff 

<^l 2 "^i 2; ^1 2 '*' 1 2 ; ^12 "^12; 0| 2 "^1 2 



=:=0. 



Es gilt, die Identität dieser Relation mit der involuto- 
rischen der gegebenen Segmente zu erweisen. Dabei darf 
man, da die Relationen der Projectivität und Involution 
durch Coordinatentransformation nicht gestört werden, die 
Lage der Elemente t und tf, ohne an der Allgemeingiltigkeit 
des Beweises einzubüssen, dahin specialisieren, dass t ^::= 00 
und ö=0 ist, d.h. dass das Letztere mit dem einen der 
festen Elemente des Coordinatensystems zusammenfallt, auf 
welches das Gebilde bezogen ist. Unter diesen Voraus- 
setzungen hat man 

2«, ofj ^ f 2a/cif2' 



'12 



T,2 = 



«,+ «2' 
«l+«2 

2^' 



'12 



T, 2 =■ 



«2 
Cf, +«2 



•; 



SO dass die vorausgesetzte Gleichung die Form 

1,1, 1 , 1 






ff ff 



«1 «2 



tff fff 

«1 a2_ 
fff' ," fff 



fff 



= 



«l+«2 «1 +«2 «I +«2 «I +«2 
, ' I ' ff i ff f'i . t 

Of,+flf2, a, +«2 ; «1 +«2 ; «1 +<^2 

ff ff ff fff f 

(Y, (Yg , er, flfg , er, (Y2 , <Y, <Y2 

annimmt, welche, in ihre Partialdeterminanten zerlegt, in der 
Gestalt 

1,1,1 

f . f /' , ff "f t ' 

(V, +«2; «I +«2 ; «1 +«2 



«I «2 

Of, + «2 



/// /// 



^\ "2 7 0fl"«2" ; «f| «2 



+ 



<yi «^2 



/ • 



1,1,1 

ff t tf fff I fft I 

«1 +«2 ? Ofi +«2 ; «l + «2 



«I «2 



a, «2 



Fiedler, neuere Geomeliie u. Alg-ebra. 
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+ 



«1 "i 



»t 



+ 



" I ' 






H 

«1 +«j 



1,1,1 

«1 +«2 ? «1+^2? «1 +«2 

«1 «2 ; «1 «2 ; «1 «2 
1,1, 1 



= 



«l+a2; «l'+«2S «l"+«2' 

als eine unmittelbare Consequenz der involutorischen Be- 
ziehung der gegebenen vier Punktepaare erkannt wird. 

Daraus entspringt der Begriff einer zur Involu- 
tion projectivischen Reihe, weichereiner der wichtig- 
sten der neueren Geometrie ist. 

Wenn endlich 

wie früher die Doppelschnittverhältnisse der Reihe 

und 
die der 






sind, so geben die vier Paare von Reihen 



OL j tl ^ ti yd 



tr 



/// 



«,, «1 , a, , «t ; «1, ö, , «1 , o, , 



Of. 



2; 



/ fr fff / // /// 

«2 ? «2 ; «2 ? «2? «2 ? «2 ? «2 5 
/ // /// / // /// 



«3? «3? «3 ? «3 ; «3? «3? «3 ^«3 



die entsprechenden Gruppen der Doppelschnittverhältnisse 

^1'? 6, ', 6, "; d/, d,", d/"; 

"2 ; "2 , O2 ^ "n ) "n y ^ 5 

d/ • // « /// . / , // , /// 
3 ; Os , Ö3 5 «3 ? «3 ^ »3 

mit den bedingenden Relationen 

V d;+d,"+dr==o. 

Mittelst dieser Letzteren erkennt man dann leicht, dass 
die Relation 
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oder 



d , dl d, , ö, rfj , Ö3 d, 
d'd', 5,'d,', *,'d/, ^j'd,' 



= 



/// 



^3? 



von dem Verhältniss 77? unabhängig und daher der allge- 



meine Ausdruck einer zwischen den vier Reihen 

und den vier entsprechenden 

a^a yU jü ^ a^ y \ ^ty 'f ^i 

bestehenden Abhängigkeit ist. Chasles hat dieselbe als 
eine Homographie der Reihen bezeichnet. Wenn sie 
stattfindet, so kann man in der letzten von vier mal zwei 
correspondierenden Tetraden ein Element aus der Kenntniss 
der übrigen bestimmen. 

6. 

Nachdem im Vorigen die hauptsächlichsten Theorien 
der neueren Geometrie in Bezug auf die Grundgebilde, die 
Punktereihen, ebenen Strahlenbüschel und Ebenenbüschel, ana- 
lytisch vorgetragen wurden, erscheint es nun genügend, daran 
zu erinnern, wie aus der Theorie der Grundgebilde 
die der zusammengesetzten Gebilde hervorgeht. 

Zwei projectivische Punktereihen in verschie- 
denen Gerade.n, aber in einer und derselben Ebene 
liegend, geben, als der Enveloppe der geraden 
Verbindungslinien entsprechender Punkte, einer 
Curve zweiter Klasse den Ursprung; weil für jeden 
Punkt dieser Ebene den beiden projecti vischen Strahlen- 
büscheln, welche er mit den gedachten beiden Reihen be- 
stimmt, zwei Doppelstrahlen zugehören, die jedoch je nach 
seiner Lage reell oder imaginär sein oder in einen einzigen 
Strahl zusammenfallen können. Die Punkte dieser letzteren 
Art gehören der Curve an und in Folge dessen berühren die 
beiden Geraden der projectivischen Reihen selbst die Curve 
in den Punkten, welche in einer jeden dem Durchschnitts- 
punkt der anderen mit ihr entsprechen. 

Ebenso bestimmen zwei projectivische Strah- 
lenbüschel in derselbenEbene aber von verschie- 

3* 
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denen Scheiteln durch die Schnittpunkte ihrer 
entsprechenden Strahlen eineCurve zweitenGra- 
des, weil die beiden projecti vischen Punktereihen, welche 
jede geradlinige Transversale mit jenen Büscheln bestimmt, 
je nach der Lage dieser Transversale reelle, zusammen- 
fallende oder imaginäre Doppelpunkte haben können; sie 
wird in den Scheiteln dieser Büschel von denjenigen Strahlen 
berührt, die in jedem der beiden Büschel der Verbindungs- 
linie seines Scheitels mit dem Scheitel des anderen Büschels 
entsprechen. 

Zwei geradlinige projectivische Punktereihen 
im Räume, — um diess nur kurz anzugeben — deren 
gerade Träger sich nicht schneiden, bestimmen 
durch die geraden Verbindungslinien ihrer ent- 
sprechenden Punktepaare das System der Erzeu- 
genden der nämlichen Art eines einfachen Hyperbo- 
loids, dem jene selbst als Erzeugende der anderen Art 
angehören. 

Zwei proj^ectivische . Ebenenbüs^hel , deren 
Scheitelkanten sich nicht schneiden, bestimmen 
in den Durchschnittslinien ihrer entsprechenden 
Ebenen die Schaar der geradlinigen Erzeugen- 
den des einfachenHyperboloids, welchem jene Scheitel- 
kanten als Erzeugende der anderen Art und diese Ebenen 
als Tangentialebenen angehören. 

Die Regelschaar des Hyperboloids wird zur 
Schaar der geradlinigen Erzeugenden eines Kegels 
zweiten Grades, wenn die Scheitelkanten der bei- 
den projectivischen Ebenenbüchel sich in einem 
Punkte schneiden; etc. 

DieEbene,welcheje drei entsprechen dePunkte 
dreier auf verschiedenen Geraden im Räume lie- 
genden projectivischen Punktereihen verbindet, 
beschreibt eineRaumcurve dritter Klasse und drit- 
ter Ordnung. 

Es ist bekannt, wie die erstgenannten Gebilde, die 
Punktereihe einer Kegekchnittslinie und das System der 
Tangenten einer solchen, das System der Erzeugenden eines 
Kegels zweiten Grades und r Tangential- 
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ebenen, — endlich das System der Erzeugenden derselben 
Art eines einfachen Hyperboloids — von der neueren Geo- 
metrie als Elementargebilde zweiter Stufe bezeichnet 
werden. Die unebene Curve dritter Ordnung und Klasse 
und das ihr sich anschmiegende Ebenensystem hat man seit 
der Begründung ihrer Theorie als Elementargebilde 
dritter Stufe, das System geradliniger Strahlen endlich, 
welches von den Tangenten einer solchen Curve, d. i. von 
den Durchschnittslinien der auf einander folgenden Ebenen 
des vorher bezeichneten Systems gebildet wird, als Ele- 
mentargebilde vierter Stufe bezeichnet. Auch ist im 
Allgemeinen bekannt, wie von den Elementargebilden der 
Uebergang zu den zusammengesetzten Formen höheren Gra- 
des vollzogen wird, indem man Büschel von Cur ven und 
Büschel von Oberflächen in die Reihe der generieren- 
den Gebilde einführt. 

Die analytische Discussion aller dieser Theile der wei- 
teren Entwickelung liegt ausserhalb der Grenzen dieser 
Untersuchung. 

Aus der Betrachtung der Grundgebilde entspringen die 
Theorien der Homographie oder Collineation und 
der ßeciprocität, die systematische Entwickelung der 
gegenseitigen Abhängigkeit der Figuren, in denen alle ent- 
sprechenden Punktereihen , Strahlenbüschel oder Ebenen- 
büschel homographisch sind. Vier Punkte und ihre ent- 
sprechenden, welche nicht in einer geraden Linie liegen, be- 
stimmen die Collineation ebener Systeme ebenso, wie vier 
gerade Linien und ihre entsprechenden, die nicht durch 
einen Punkt gehen. Vier Punkte, die nicht in einer ge- 
raden Linie liegen, und die entsprechenden vier geraden Li- 
nien, die nicht durch einen Punkt gehen, bestimmen die 
Reciprocität zweier ebenen Systeme. Denn jedes fünfte 
Element der ersten Ebene bestimmt mit den drei je in einer 
Ecke oder Seite des gegebenen Vierecks enthaltenen Ele- 
menten ein vierstrahliges Büschel oder eine vierpunktige 
Reihe, welche dem entsprechenden Elementargebilde des 
zweiten Systems projectivisch ist, so dass in Folge dessen 
das vierte Elemente dieses Letzteren linear construiert wer- 
den kann; Punkte werden so als Durchschnittspunkte ent- 



sprechender Strahlen, gerade Linien als Yerhlndungalinieti 
entsprechender Punkte hesiimmt. Dae Analoge findet statt 
bei der BeBÜmmung räumlicher coUinearer und reciproker 
Systeme durch fünf Elemente des einen und die entsprechen- 
den deB andern, welche nicht in einer Ebene liegen. 

Ebenso aber, wie die geometrische Construction in der 
angedeuteten Weise aus der Zusammensetzung der Elemen- 
targebilde hervorgebt, so ist auch die analjrtische Theorie 
der Colliueation und Reciprocität die natürliche Erweiterung 
der analytischen Theorie der Grundgebilde; sie geht aus der 
Theorie der linearen Transformationen hervor, wenn man sie 
auf temäre Formen als den analytischen Ausdruck ebener 
Curven und couischer Flächen und auf quatemäre Formen 
als den analytischen Ausdruck räumlicher Systeme anwen- 
det. Es darf für die Entwickelung , so weit sie sich auf 
ebene Systeme erstreckt, wohl hier auf die „Analytische 
Geometrie der Kegelschnitte" verwiesen werden; die ana- 
logen Entwickelungen der räumlichen Geometrie lassen sieb 
von denselben Hauptgesichtspunkten aus leicht gewinnen.*) 

Um nur ein characteristisches Beispiel von der Art und 
Weise zu erwähnen, in welcher sich die analytischen Cha- 
ractere der Grundgebilde auf die zusammengesetzten For- 
men übertragen, sei erinnert an das Dreieck der Doppel- 
punkt« bei zwei in derselben Ebene gelegenen coUinearen 
Systemen; es entspricht genau den Doppelpunkten der In- 
volution oder denen zweier homographiscber Theilnngen in 
derselben geraden Linie. Man weiss aus Art. 2, dass diesel- 
ben durch das Verschwinden der Jacobi'schen Functional- 
determinante der beiden binären Formen zweiten Grades 
gegeben sind, welche die Involution bestimmen, als das 
einzige mögliche Punktepaar, welches zu den beiden gege- 
benen Funktepaaren zugleich in harmonischer Relation ist. 
Auf ganz analoge Weise ei^ebt sich das Dreieck der Doppel- 
punkte von zwei coUinearen Systemen oder das Dreieck 
der sich selbst conjugierten Funkte von swa K^elachnitten 

*) Mail vei'gleiche a. a. O, Art. ü" 
470; man ündct ebcndiuelbst die Zt 
Projectionen und di 
diese in den Art. 43:S 
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durch das identische Verschwinden der Jacobi^ sehen 
Functionaldeterminante der drei Formen 5, S' und F, von 
denen die dritte durch Gleichsetzung mit Null denjeni- 
gen Kegelschnitt repräsentiert, welcher durch die Berüh- 
rungspunkte der acht gemeinschaftlichen Tangenten beider 
gegebener Kegelschnitte zugleich hindurchgeht, und welcher 
zugleich der geometrische Ort aller der Punkte ist, für 
welche das Büschel der an die Kegelschnitte 

5=0, 5i = 
gelegten Tangenten ein harmonisches Büschel ist.*) Diess 
Dreieck aber hat zu jedem der drei Kegelschnitte 

5=0, 5; r=0, F=0 
die Beziehung, dass jede seiner Ecken die gegenüber- 
liegende Seite zu der in Bezug auf dieselben genom- 
menen Polare hat; eine Beziehung, in welcher bekanntlich 
die harmonische Relation wiederkehrt, da jede durch 
den Pol gehende Sehne in der Polare den dem Pol conju- 
gierten harmonischen Theilpunkt des Segments bestimmt, 
welches durch den Kegelschnitt in ihr bezeichnet ist. 

Eben diese harmonische Relation von Pol und Polare 
in Bezug auf einen Kegelschnitt ist aber eine sehr specielle 
Folge einer anderen Erweiterung der analytischen Theorie 
der Grundgebilde, die hier noch kurz bezeichnet werden 
muss. Die in der Gleichung 

XS+fiS' + ^5^ = 
des Art. 3 enthaltene analytische Definition der Involution 
von drei Paaren von Elementen kann direct auf Curven 
und Oberflächen als zusammengesetzte Gebilde übertragen 
werden. Man darf drei Curven desselben Grades 

U=0, ^' = 0, U'' = 
als in Involution bezeichnen, wenn zwischen ihren Gleichun- 
gen und den Gonstanten A, fi, v die lineare Relation 

XU + fiU' + vU'' = 
besteht; und man erkennt leicht, wie der von Sturm zu- 
erst bewiesene Satz,**) nach welchem alle die dem nämlichen 




- V*^ Man vergl. a. a. O. Art. 400, Aufg. 3 u. 4; Art. 431. 
äergonne's ,,Aimales de Math^m/^ t. XVII. 



— 40 



Viereck umschriebenen Kegelscboittc in einer beliebigen 
Trans vorsale ein System involutoriscbci' Punkte bestimmen, 
sammt den früheren von Dosargues undFappus, welche 
specielle Fälle von ihm sind, — dasa die Punkte, in wel- 
chen eine beliebige Transversale die Glegenseitenpaare eines 
Vierecks -und einen demselben umschriebenen Kegelschnitt 
schneidet, sowie die Punkte, in welchen die Gogouaciten 
and Diagonalen eines Vierecks von einer Transversale ge- 
schnitten werden, in Involution sind, — und den in der Be- 
ziehung der Dualität zu allen diesen stehenden Sätzen im 
einfachsten Zusammenhang mit jener Verallgemeinerung 
sind. Als einfache Fälle entspringen bekanntlich daraus 
die graphische Bestimmung einer Involution, die Construc- 
tion der Doppelpunkte und des Centralpunktes derselben. 

Dio Uebertragung derselben Grundsätze auf Kreise giobt 
die ganze Theorie der durch dieselben zwei Punkte gehen- 
den Kreise; die beiden andern gemeinschaftlichen Punkte 
sind dann die imaginären Kreispunkte im Unendlichen. Da 
somit die eine der Gegenseiten des Vierecks unendlich ent- 
fernt ist, so bestimmt die andere, d. i. die Chordale der 
Kreise, das Centrum der Involution. 

Fallen die Durchschnittspunkto beider Kegelschnitte 
paarweis zusammen, d. h. haben beide eine doppelte Be- 
rührung, so bilden dio Berührungssehnen und das Paar der 
gemeinschaftlichen Tangenten die Gegenseitenpaare des ge- 
meinschaftlich eingeschriebenen Vierecks; in Folge dessen 
sind der Fol der Berüfaruugssehne und der Durchnittspunkt 
einer beliebigen durch ihn gehenden Transversale mit der 
Berührungssehno selbst die Doppelpunkte einer Involu- 
tion, welcher die von jener TraosverBale in beiden Kegel- 
Kclmittcn bestimmton Sehnen als involu torische Segmcmto 
angehören, und souiit auf die Endpunkte derselben harmo- 
nisch bezogen. Daraus entspringt die harmoniHchc Relation 



■e in Bezug auf e 



1 Fol und F, 
Endlich 

Betrachtungen .n. . ■. ■■■ l ■■ 
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Systems mit einer beliebigen Transversale binäre Formen 
höherer Grade, welche Punktegruppen — ternäre, quatemäre 
etc.; je nachdem diese Curven vom dritten, vierten Grade 
etc. waren — repräsentieren, die dann gleichfalls als in In- 
volution bezeichnet werden müssen. In der That gehen die 
Eigenschaften der elementaren Involution auf ein solches 
System über; man kann z.B. zu zwei Gruppen von Elemen- 
ten wf^^ Ordnung 

in 2 (m — 1) ver«chiedenen Arten eine dritte Gruppe der- 
selben Ordaung 

bestimmen, die mit jenen durch die lineare Relation 

verbunden ist und zugleich einen Doppelpunkt hat — Dop- 
pelpunkte der Involution; man findet, dass in Bezug auf 
vier Gruppen von je w Punkten innerhalb derselben Ge- 
raden die Centra der harmonischen Mittel für einen Punkt 
dieser Geraden ein von seiner Lage in ihr unabhängiges 
Doppelschnittverhältniss bestimmen; dass in jeder derartigen 
Involution (w — 1) Punkte existieren, für deren jeden das 
Product seiner Entfernungen von allen Punkten derselben 
Gruppe einen von Gruppe zu Gruppe sich gleichbleibenden 
Werth hat — Centralpunkte der Involution; etc. Wie die 
elementare Involution dem Büschel von Kegelschnitten, so 
entspringt diese allgemeinere dem Büschel von Curven i»'^*'* 
Ordnung, ihre Doppelpunkte sind z. B. die Berührungspunkte 
der («I — l) Curven des Büschels, welche die als Träger der 
Involution gegebene Gerade berühren. 

Die allgemeine Theorie der Curven und Oberflächen 
fuhrt überall zu solchen Betrachtungen zurück, die eben 
desshalb hier nur anzudeuten sind. 




11. Kapitel. 

Die Algebra der binären Formen als Grundlage 

für die analytische Theorie der geometrischen 

ElemeutargebJlde. 



Wenn in dem vorhei^henden Abschnitt zunächst die 
ttnalytischeo Aus drucksformen der Grundbegriffe und der 
hauptsächlichsten Theorien der neueren Geometrie gegeben 
wurden und wenn es vorläufig genügend erschien, sie da- 
durch an die vorher bezeichneten allgemeinen Grundgedanken 
zu knüpfen, daas die Invarianten- und Covarianten-Natur 
der wesentlichen darin auftretenden algebraischen Ausdrücke 
a posteriori gezeigt ward, so bleibt jetzt übrig nachzuweisen, 
wie eben diese Ausdrücke mit Nothwendigkeit aus 
der algebraischen Theorie der binären Formen 
hervorgehen, und damit darzuthun, wie die rein alge- 
braische Entwickelung der Formen nur der rech- 
ten Interpretation bedarf, um zugleich die geo- 
metrische Theorie der Formen zu erhalten. Diese 
Aufgabe läast sich naturgemäss an diejenigen Formen der 
bezeichneten algebraischen Ausdrücke anknüpfen , in welchen 
sie mittelst der Wurzeln der gegebenen Gleichungen dargestellt 
sind; der Ueberblick über diesoIbeA KCigt, dass eie von der 
ElaBse der BymAd||jUiben Fanr r ,> d*.r Wurzeln 

sind, denn sym^^^^^^Ukel jvdi' i lircrer Gros- 

sen, deren Weij^^^^^^Hfiii' ii(>i . < i.it.si:huiigen 

unter diesen ^^P^^^^d^it 'i>ri<.> de 

synimetrisj 




— 43 — 

am Eingange dieser Untersuchungen, und beim Rückblick 
auf den Werth, den gerade die Ausdrucksformen der be- 
trachteten Invarianten und Covarianten in Gliedern der 
Wurzeln für die geometrische Interpretation derselben hatten, 
während sie naturgemäss zuerst als Functionen der» in den 
gegebenen Formen enthaltenen Coefficienten gebildet wurden, 
erkennt man, dass sofort damit verbunden werden muss 
die Theorie der symmetrischen Functionen der 
Coefficienten. Daran schliessen sich alsdann andere 
Theile der Theorie binärer Formen natürlich und unge- 
zwungen an. 

l Zur Thewie der symmetrbcheft FMctiMen. 

6. 

Es ist bekannt, wie die Coefficienten der Glei- 
chungen selbst die einfachsten symmetrischen 
Functionen ihrer Wurzeln sind. Wenn im Anschluss 
an die früher gebrauchten Bezeichnungen durch 

(«0, a„ a„ . . . a„\x,yY = 
die Gleichimg und durch uij «,, «3, . . . «» ihre Wurzeln d. h. 

_^ SD 

die Werthe von — bezeichnet werden , welche dieselben zu 

y 

einer Identität machen, so hat man die bekannten Rela- 
tionen 

^t 

«0 



= 2a,a^ ; 



«8 



z=: Za^a^ct^'^ etc. 

in denen überall ^0=^ gesetzt werden darf, ohne die All- 
I .jgQPfteinheit zu beeinträchtigen. 

ie hohe Bedeutung, welche die symmetrischen Functio- 

'JBidhuit der Wurzeln) in der Algebra haben, entspringt 

iAe wichtiger allgemeiner Eigenschaften derselben. 
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Für das Studium derselben darf man sich auf die gan- 
zen rationalen symmetrischen Functionen, und 
unter diesen wieder, weil aus ihnen alle anderen durch Zu- 
sammensetzung gebildet werden können, auf die homoge- 
nen symmetrischen Functionen beschränken. Als die 
einfachsten derselben erscheinen diejenigen, in denen jedes 
Glied nur eine der Wurzeln der Gleichung enthält, d. k. die 
Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln. Die 
zu ihrer Berechnung führenden Formeln hat bereits Ne-wton 
und vor ihm (1629) Girard gegeben; unter Anwendung 
des kürzeren Symbols sg statt 2^«,' für die Summe der l** 
Potenzen sämmtlicher Wurzeln sind sie die folgenden: 



Wir geben eine Ableitung derselben, um in ihr gleich- 
zeitig einige für das Folgende wichtige Principien auszu- 
prägen. 

Wenn wir die gegebene Gleichung in der Form 

durch 

fix) = 
und ihre Wurzeln durch aj, «g, ... a„, sowie durch ['(x) 
ihre erste Deriviertc bezeichnen, so gilt offenbar die Re- 
lation 



*) Es mag hierbei bemerkt werden, dass, vom NUchstf olgenden ab- 
gesehen, iu der letzten der vorgesetzten Relationen der Index t als eine 
von dem höchsten Exponenten n der Gleichung unabhängige ganze Zahl 
angesehen werden darf; allgemein gilt die Relation 

an Si + Un - 1 «/+! + . • . + «2 *«+«-2 + «1 ^Ä-f «—1 + flQ««.f.i = 0, 

wie man am leichtesten zeigt, wenn man die vorgelegte Gleichung, die 
in der Form 

vorausgesetzt sein mag, mit x^ mvl IpiiflallltUtP'Od^ct nach einan- 
der die n Wurzelwerthe dar Gl« '^■^«stitiitionB* 
resultate addier Icllltlg; 
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^ X Cf, X «2 X — «3 X Ctf/ 

und anderseits 

Die Quotienten -^-^ , etc, können aber nach allge- 

X — Oj 

meinen Regeln entwickelt werden. 
Wenn das Polynom 

durch (a? — h) dividiert wird, so sei Q der Quotient und R 
der von a: unabhängige Rest der Division; dann gilt die 
Identität 

und man erhält für x=b 

d. h. der Rest ist der für die Substitution a?=rÄ entspringende 
Werth des Polynoms. Man findet durch Einsetzen dieses 
Werthes in die Identität 

und nach der durch die Form der linksstehenden binomi- 
schen Ausdrücke leicht zu vollziehenden Division der ganzen 
Gleichung durch {x — 6) 

x"^^ + hx""-^ + ft'^j?«-' + . . . + 6**-* 

T" • • • • • • T '^w— I ^^-^ Vt 



oder 



r-S 



+ (// + />*«, +Aö2 f Ö3)jr«-*+... 

Das Gesetz der Coefficienten dieses Ausdrucks ist leicht 
zu erkennen; der erste unter ihnen ist die Einheit, jeder 
folgende wird durch Multiplication des vorhergehenden mit 
b und Hinzufügung des Coefficienten des Polynoms gebildet, 
welcher dem entsprechenden Gliede des Polynoms an- 
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Auf nnsern Fall angewendet, giebt diess die Formeln 
;ii^=;r«-«+(«,+a,)'r»-»+(o,»+«i«i+«t)*"-*+..., 

X — Clfj 

etc., 
und durch Addition derselben 
f'(x)=nx**^^ + (s, 4.nfl, )a?'* -* + («i + «i »i + «öaV"'"' + • • • 

+ («/+öi«/-i+Ö2«/-t+-- • +nfl/)a?'''-^-* 

+etc. 
Die Vergleichung der entsprechenden Coefficienten in 
diesem Ausdruck und der ersten derivierten Gleichung 
f' (x) = iwr""-^+ («— 1) aia?«-*+(w— 2)fl2ir»-»+ . . . 

+ («— ^)fl •T«-'-* + etc. 
liefert die Formehi von Newton-Girard, wie oben, wenn 
man nur a^ wieder herstellt. 

Man bestimmt daraus sofort durch lineare Elimination 
den Werth von s/ als Function der Coefficienten. 

Nach der Gramer 'sehen Regel erhält man für das 
System 

a^x^ +6j Xi+CiX^+ ... = Si , 



die Auflösungen 

5o? "o^ ^0? • • • 



Rx^ =rz 



Rx^ = 



bl ? ^\7 ^i 7 



V) ^nj ^ny 



^0} §o; ^0? 
^1 ? 5m ^i ; 



«n; S 



n; ^jif 



etc., 
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wenn durch R die Determinante der Coefficienten 
Systems 

^o; ^0? ^0? • • • 



des 



^ny ^ny ^nj 



bezeichnet wird. 

Für das vorliegende System 



«0 «1 



a. 



s. + a 



*2 



ß? «l + öl «2+flfo *J 



a 



i; 






ist die Determinante der Coefficienten 

, , 0, ... 



= tO/ 



Ä = 



a 



1 ? 



ö- 



0? 



a 



2? 







1^ 



0, 0, 
0, 



a 








^i—\} Ö/-2; ß^-8? 

und man einhält somit 



a. 



— y, f 



a 



; 



•'=(-i)' 



ö|? «0> 


0, 


0, 


0, . . . 


2^2; «1^ 


«o; 


0, 


0, . . . 


3/73, //j, 


«i; 


«o; 


0, . . . 



Es ist also beispielsweise 





a, 



s, 



\ «o7 



2«,, ff,, «0 
3^3, «2; «1 
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H)' 






1 



~4 («/— 4//üflr,*fl'2+4ffy»/i,a3 



otc. 



Man zieht aber aus denselben G i rar d' sehen Formeln, 
wenn man sie in der Ordnung 



schreibt, durch Anwendung derselben Eliminationsregel diese 
andere Relation zur Bestimmung eines Coefficienten aus den 
Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln 



a,-~ 






^1? ^ 


0, 


0, 


. . . 


^2J ^l) 


2, 


0, 


. . . 


«3, S^y 


h, 


3, 


. . . 



(/-l) 



•V; •'^/"— 1; ^t—2j ^i— 



3f 



beispielsweise 



«/3- 



1.2.3 



AT, 



«^4 =^ 



1.2.3.4 



s„ 1 , 

«3, Sj; *1 



s„ 1,0,0 

Sj, s,, 2 , 

«3, Sj, S|, «S 

«4, «3, Sg; *l 



a 



1 . <c « O 



1 . 2 . ei . 4 +3^2«— 0S4) etc. 



Jede dieser Formeln wird durch Einführung der vorigen 
Werthe der s^ zu einer Identität, ebenso wie jede der vori- 
gen Formeln durch Einfuhrung der Werthe der a^. Die 
Gegeneinanderstellung der allgemeinen Formeln der Sf und 
«/ begründet den Gegensatz und die Analogie, welche zwi- 
schen den symmetrischen Functionen der Wurzeln und denen 
der Coefficienten überall besteht. 
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Die Berechnung jeder anderen zusammengesetzteren sym- 
metrischen Function der Wurzeln lässt sich auf die dieser 
einfachsten von allen, der Summen gleicher Potenzen, zurück- 
führen. Jede solche symmetrische Function kann, wie die 
Summe gleicher Potenzen in der Form 

in der Form 

ausgedrückt werden; als eine Summe von' Gliedern, in wel- 
cher jedes einzelne dieselbe Anzahl verschiedener Wurzeln 
als Factoren enthält, deren Exponentensumme überdiess in 
allen Gliedern constant ist. Diese Festsetzungen liefern 
leicht für die symmetrischen Functionen der verschiedenen 
Stufen die Identitäten 

^ h h « 'i h h . , 

_ 'i '2 's _, h '2 '3 '4 , _ '2 h 

1 3 '1 'f 



tf if t^ tn—i ^1 tjt '3 '»—2 '« 

S Scti CTj «3 ••• « =2^«! '«2 •Of3**'Cf '«n 

/n . n-^1 n— 2 

'2 's tn—i /j ^3 ^4 - tn—\ 

+ S 'Eat «2 • • • Of +S • 2:«! CTj Cfs • • • Of H 

fi+«a n— 1 «i+tn fi— 1 

^1 ^» ^n-2 

' tn-l-hin * * n-2' 

SO dass die Berechnung der symmetrischen Functionen aller 
höheren Stufen aus den bekannten der niederen Stufen und 
also zuletzt aus den bekannten Summen gleicher Potenzen 
hervorgeht. Man hat beispielsweise 

V, '< '« 



s 



E 



= s ,s ,s — s ,s — s . ,s +2s . . 
etc. 

Fiedler, neuere Geometrie u. Alg-ebra. 4 
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Dabei verdient es woH der Erwähnung; dasa z. B. 
durch die Voraussetzung t^ =*, aus der Definition des Symbols 

y 'i '« '» 
der Werth der symmetrischen Function 

und für f|=f,=^, aus eben derselben der Werth von 

#1 fj ti 

hervorgeht; so dass man die speciellen Formehi erhält 

2 a!' «/* «.' = i (^,^ • *, - s,t, • s^^-- 2 5^^^^^ . ,^^ + 2 s^,^^,^ ), 

^a, *«, *a, '=^(s»^^ — 3s2^^s^^+ 2*3,^) etc. 

Im Uebrigen darf auf eine zwar alte, aber noch immer 
vortreffliche Darstellung dieser Theile der Theorie der sym- 
metrischen Functionen der Wurzeln verwiesen werden, in 
M.Hirsch's ;;Sammlung von Aufgaben aus der Theo- 
rie der algebraischen Gleichungen." (Ll809.p.l — 55.) 

Abel Transon hat ein elegantes Verfahren gegeben, 
die synmietrischen Functionen zu entwickeln, an welches 
sich zugleich die weiteren Betrachtungen anschliessen.*) Die 
folgende kurze Darstellung desselben beruht mit der oben 
gegebenen Ableitung der Newton-Girar duschen Formeln 
auf denselben dort näher erörterten Voraussetzungen. 

Repräsentiert das Symbol f(x) die Form 

und f\x) ihren ersten Differentialquotienten, so ist für eine 
beliebige ganze Function q>(x) 

f\x).(p(x) _ (p(x) q>(x) (p(x) _^ (p(x) 

f{^X) X — ofj X Ofj X — «3 X dn 

WO q>{x) eine ganze Function von x ist, deren Grad um 
eine Einheit geringer ist, als der von qp. 

*) Man vergl. „Nouvelles Annales de Mathe'm." t. IX oder „Archiv 
der Mathematik und Physik" Bd. XVI. p. 471. 
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Um also die symmetrische Function 

Ei q> («,) 



zu erhalten, entwickelt man 

nach fallenden Potenzen von x und nimmt den Coefficienten 
von ar~*. 

Man gelangt zu der symmetrischen Function zweiter Stufe 



1 
2 

n 






indem man aus f(x) durch Division mit (x — a,) das Poly- 
nom fi(x') bildet, dessen Wurzeln a^j a^, . . . sind; und den 
Coefficienten von j?,~* in der Entwickelung von 

bildet. Desgleichen erhält man für die Function 

f 

n 

den Coefficienten von jp^— * in der Entwickelung von 

ft(x^).q)(a^,aj,x^) 

wo 

ist; etc. 

Stellt man aber 

f' (x) . (p (x) 
durch 

AqX^ + Ai j?»»--^ +>4,ir"»-* + . . . + AfX*^-^ 
dar, wobei q>(x) vom Grade t ist; während 

/*(ar) =a„ar" + ö,ar"-* + . . . 
ist und 

so kann man diess Verfahren in eine sehr einfache Form 
bringen und zugleich ein wichtiges allgemeines Princip darin 
ausprägen; denn man hat nach den gemachten Voraus- 
setzungen 

4H( 
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M= 





«0, 


,0 


; • 


• • -^0 




«i; «0 


,0 


? 


^. 


1 


«j; öj 


> «0 


; 


At 


<+^ 


• • 


• 




• 



Man findet alsdann die symmetrische Function g> (j?) 
vom Grade ty wenn man den Coefficienten Al bestimmt; für 
welchen 

m — n — *= — 1 
ist. 

Für 

g)(ar)=l 
erhält man in 

CM. 

die Summe der gleichen Potenzen der Wurzeln; also wegen 
AQ-=:^maQ^ ^j = (m — 1)öi; ^2 = (m — 2)^29 • • • 






«0,0 ,0 , . . . 



ma^ 



(w— l)a, 



d. i. 



ff/, «/__„ a^_2, . . . (m — t)ag \ 



a;= 



=(--;) 



l\'+i 



0, a^ 





; • 


. . 


a„ flr„ 


«0 


9 





2a„ ög, 


«0 


9 






üi 



tatj aty ff/— i; . . 

welches durch Unterdrückung der Columne a^, a,, a,, ... a^ in 
die Eelation übergeht, die im Anfang des Artikels gegeben ist, 
nämlich in 



^/= h 



-ö' 



2flf2» öj 9 ^0 9 • • 








tüf^ tf^_l, <//'_2, . 



tfi 
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7. 

Die Berechnung solcher Functionen nach den vorher 
gegebenen allgemeinen Formeln aus den Summen der glei- 
chen Potenzen etc. in Ausdrücken der Coefficienten der 
Gleichung bliebe aber immer eine Arbeit von erschrecken- 
der Weitläufigkeit, wenn nicht gewisse merkwürdige Eigen- 
schaften der symmetrischen Functionen dieselbe 
wesentlich abzukürzen erlaubten, indem sie die Berechnung 
aller derjenigen Glieder ersparen, welche im Endresultat 
wieder verschwinden, während sie in den Zwischenrech- 
nungen einen höchst beschwerlichen Ballast bilden; man 
verdankt die Kenntniss der hauptsächlichsten unter ihnen 
Abel Transon, Cayley und Brioschi. Sie sind hier 
um so wichtiger, als sie mit dem Späteren in sehr naher 
überall hervortretender Verbindimg stehen. 

Die allgemeine Gleichung n'^" Grades sei in der Form 

vorausgesetzt, so dass 

oder die ganze frühere Gleichung mit a^ dividiert und der 
Quotient jedes Coefficienten derselben durch «q, durch den 
gleichnamigen Coefficienten der jetzigen Gleichung, ersetzt 
gedacht ist. 

Alsdann ist die allgemeine symmetrische Function der 
Wurzeln durch das Symbol 

^ h h h 

und insofern sie eine Function der Coefficienten der Glei- 
chung ist, durch das analoge 

•"l *l ^3 

SCüy a^ ü^ ... 
dargestellt, so dass man hat 

1 2 3 1 2 3 

21ax o^ atz • • • ^^^^ 2Ca^ a^ Ag ... 
Für die allgemeine symmetrische Function der Wurzeln 
gilt aber der Satz: Die Function der Coefficienten, 
welche die besagte symmetrische Function der 
Wurzeln repräsentiert, ist von einemGrade, wel- 
cher mit dem höchsten der in der letzteren auf- 
tretendenExponenten der Wurzeln übereinstimmt, 
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und zwischen den Indices t der einzelnen Coeffi- 
cienten und den Exponenten T,-, mit denen sie in ein 
Glied derselben eintreten, besteht zu dem Expo- 
nenten * der symmetrischen Function die Belation 

wobei sich die Summe links auf alle Indices und Exponen- 
ten, bezieht, die in irgend ein Glied der Coefficientenent- 
wickelung der symmetrischen Function der Wurzeln ein- 
gehen, die Summe rechts aber auf die Exponenten dieser 
letzteren selbst. 

Es liegt in der Natur dieser Relation, dass der Coeffi- 
cient «0 derselben fremd ist, weil das demselben entsprechende 
Glied der Summe Siti den Werth Null hat. Die Coefficien- 
tenentwickelung würde aber olBFenbar bei der Wiederein- 
führung dieses Coefficienten die Form 

^ h U h f^y s^r ^0 ^1 ^2 

annehmen, in welcher t den grössten der Exponenten *,• be- 
zeichnet, welche in der symmetrischen Function der Wurzeln 
auftreten. 

Man hat jene Summe der Producte aus den Indices in 
die bezüglichen Exponenten eines Gliedes der Function 

wegen der hervorragenden Rolle, die sie in allen verwand- 
ten Untersuchungen spielt, mit einem besondern Namen be- 
zeichnet: sie heisst das Gewicht der Function. 

Jede symmetrische Function der Wurzeln ist darnach 
als Function der Coefficienten der Gleichung, abgesehen von 
einer als gemeinschaftlicher Factor auftretenden Potenz von 
ÜQ, in allen ihren Gliedern von demselben der Exponenten- 
summe der symmetrischen Function £tj gleichen Gewicht, 
sie ist überdiess homogen und von dem Grade des höchsten 
unter diesen Exponenten der symmetrischen Function. 

Schon die Betrachtung der früher für die Summen glei- 
cher Potenzen gegebenen Formeln kann zur Bestätigung 
dieses Satzes dienen, dessen allgemeiner Beweis übrigens 
ohne Schwierigkeit ist. Man fand z. B. 



»0 
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eine homogene Function vom Grade und vom Gewicht vier, 
weil bei der Summe gleicher Potenzen t und £tj iden- 
tisch sind. 

Der Werth des Satzes für die Entwickelung beliebiger 
symmetrischer Functionen der Wurzeln ist leicht zu er- 
kennen; man ist durch ihn in den Stand gesetzt, die allge- 
meine Form der Coefficientenentwickelung, welche einer 
solchen entspricht, unmittelbar anzugeben, so dass nur übrig 
bleibt, die numerischen Coefficienten, welche die einzelnen 
Glieder derselben behaften, zu bestimmen. Sei z. B. gefor- 
dert, die symmetrische Function 

zu entwickeln, so ist der Grad der Entwickelung = 3, ihr 
Gewicht = 5; sie muss demnach bis auf einen gemein- 

1 

schaftlichen Factor — z von der Form sein 

«0 

A a^a^ + Ba^Ja^a^ + Ca^a^a^ -}- Da^a^ -|- Ea^a^ , 

für welche überdiess die Coefficienten -4, 5, C, 2>, E leicht 
zu ermitteln sind. 

Der Beweis des Satzes fliesst aus der einfachen Be- 
merkung, dass die Coefficienten der Gleichung 

aoo?" + öia?"""*y + öjiT^-y -f- . . . + ö^ y« = 

in Bezug auf jede einzelne ihrer Wurzeln lineare Functionen 
sind, so dass man setzen kann 

wenn mit a^ der betrachtete Coefficient, mit Ur die gewählte 

Wurzel und mit JMi^\ iVj.^ die Functionen der andern Wur- 
zeln bezeichnet werden, welche respective mit dem Factor 
Ur und ohne denselben in den Ausdruck des Coefficienten 
eintreten. Durch Substitution erhält man alsdann 

1 t 8 ^1 ^2 ^3 ^^ 

Ecc^ ofj «3 ,..:=ECa^ a, a^ .,,an 

i (1) (l),rw (V (2).r,. . (2) (2)jT„ 

=^ZC.^Mr ar + Nr [ /jifr €Cr+Nr } j...jilfr «r + iV, j , 

SO dass der grösste Exponent der beliebigen Wurzel «r; 
welcher mit dem grössten unter den Exponenten der sym- 
metrischen Function der Wurzeln nothwendig identisch sein 
muss, durch die Summe der Exponenten 
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repräsentiert wird. Die symmetrische Function der Wurzeln 
ist daher homogen und vom Grade f, des grössten unter 
ihren Exponenten, in den Coefficienten. 

Wenn aber die Wurzeln der vorgelegten Gleichung 
sämmtlich den Arfachen Werth annehmen sollen, so müssen 
ihre Coefficienten die Werthe 

Äff,, k^a^f Ä'^^3? • • • 
respective annehmen, und in die hier betrachtete symmetri- 
sche Function der Wurzeln 

würde die Potenz 

k 
als gemeinschaftlicher Factor aller Glieder eintreten. Das 
erstere hat aber in dem bereits als homogene Function der 
Coefficienten vom Grade t erkannten Ausdruck 

ZCa^ a, ... an 
und seinem Aequivalent 

, (1) (l),Ti , (2) (2) r, . (I.) («) Tn 

ZC I Mr OCr + Nr \ . \ ^r CCr + ^r M/r CCr + P^r 

die Folge, dass der Factor 

k 

.in allen Gliedern hinzutritt. 

Soll also die Identität desselben mit 

^1 ti h 

nicht gestört werden, so muss man haben 

d. h. die Function der Coefficienten ist nothwendig in allen 
ihren Gliedern vom Gewicht Ztj. 

Dieser Satz erscheint für sich allein ausrei- 
chend zur Ermittelung beliebiger symmetrischer 
Functionen, wenn man eine zur Bestimmung der 
in dieselben eintretenden numerischen Coefficien- 
ten hinreichende Anzahl von Gleichungen mit 
bekannten Wurzeln zuzieht. 
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So können die numerisclLen Coefficienten der s^nunetri- 
Bchea Function 

ZlB['tt,'=jla|,'a,+ßffj^,Oj+C«i/i,a,+flo,a,'+jE'a,'o, 
mittelst der Anwendung diesem Ausdrucks auf die fünf Glei- 
chungen 

a!*— 2a!+l=0, oder (;r — l)' =0 

^F»— T+I=0, - (x—iy{T~l)=0'. 

x>—ix'+Zx—l=0, - {x — 1)' =0; 

a;"— 4i»+&r'— 4*+l = 0, - (*— 0* =0: 

x^—fa^+lOx' — 10»*+5a;— 1=0, - (a:— I)' =0 

bestimmt werden; da die betrachtete symmetmche Function für 
diese Gleichungen die mit ihnen in derselben Zeile der folgea- 
den Tabelle zugleich mit ihren bezüglichen Coefficienten ver- 
einigten Werthe haben, 



Gleichung. 



0=^—x'~-x+i 
0=a*— 3a!'+3*— 1 
:j*— 4aH'-i-6j;'— 4x+l 



+I,+1 
+1,+1-1 
+l,+l,-(-l 
+l,+l,+l,+l 



effie 



so erhHlt man die fünf Bedingungagleichnngen 
2=— 2D, 

6= — 3C— 27fl— ö£, 
12= — IB — 24C— 144Ö— 64£, 
20= — A — 25ß—IOOC— 5000— 250 fi, 
und daraus die Wertlie 

D = — l, E=t + 2; C= + l, S = — 5, A^b, 
so dass man hat 

Za^a^='ba*a^ — ^^lOi 4" a,a,ii, — «i«,' + 2ffli'a,. 
Zu solcher Berechnung führt aber auch eine von BrioB- 
chi angegebene Eigenschaft €^er symmetrischen Functionen, 
die noch entwickelt worden mag. 

Jede symmetrische Function tp der Wurzeln 
einer Gleichung 

a^x» + a,a;»-'s+ ... + a„y" = 
genügt der partiellen Differentialgleichung 



rfOil 



"d"« 



dsi' 
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Der Beweis, welchen der Entdecker von derselben giebt, 
ist folgender: Die symmetrische Function cp der Wurzeln ist 
eine Function der Summen der gleichen Potenzen derselben, 
und diese sind Functionen der Coefficienten, sowie diese 
letzteren Functionen der ersteren Potenzensummen. Man 
hat also 

dq> dq> da^ dtp da^ dq> da^ -t 

dsi da^ dsi da^ dsi *" dün ds, 

dttj daj dct^ daj dct^ ,^J ^^n 

dSi da^ rfs,- ^«2 ^i * * ^"n ^*i ' 
tiberdiess ist aber nach dem Zusammenhang der Coefficien- 
ten mit den einfachsten symmetrischen Functionen der Wur- 
zeln oder nach der Zerlegung der Gleichung in binomische 
Factoren 

doj 
dctk 






weil g d» Mit n^keWe. Zeiohea g«.o„™», CoeM- 

dent des Gliedes a?""^* in der Entwickelung 

(x—aj) 

ist. 

Daraus findet man 
da,' ^^^h . « ^Ä , , « I— irfof* 



— =aj^iZ—+aj^^2aH—+... +aj.iSaH 



dsi ' -•^"'"''"(fo,- ' •" ' -^— » dsi • • • ' 



wo sich das Summenzeichen auf alle ganzen Werthe von k 
von 1 bis n bezieht, oder auch 

daj rfsj , ds^ 1 dSi 1 dsj 



Daraus aber ergiebt sich für 

daj 1 

dsi i 



k'P'i sofort -j^=^ — - üj^i , 



d-üi 1 

dSi i ' 



-^so- 
so dass die durch die gegenseitige Abhängigkeit der q), s, a 
gesetzte Gleichung 

d(p dcp da^ d(p da^ d<p d'/„ „ 

dsi da^ dsi da^ dsi * " da^ dsi 

in die behauptete übergeht 

dq> dq> dtp dq> dtp 

X" + ^« :^ + ^« 1 +. . . + ön-i \ r * X" == *^- 

dui dai^x dai^2 ^^n ^t 

Diese Differentialgleichung liefert Beding- 
ungsgleichungen zur Bestimmung der in die sym- 
metrische Function e-ingehenden numerischen Co- 
efficienten, vorausgesetzt, dass die einfacheren 
symmetrischen FHnctionen bereits bekannt seien. 
An einem Beispiele mag ihre Anwendung in dieser Richtung 
dargelegt werden. 

Die symmetrische Function 

muss in Function der Coefficienten vom Grade 4 und vom Ge- 
wicht 9 sein, ihre litterale Form ist daher nothwendig 

+5a , a^a^ -|- Ta^a^ , 

Sie ist anderseits in Function der Summen gleicher Po- 
tenzen 

Nach dem B r i o s c h i ' sehen Satze erhält man für • = 9, 8, 7 ... 1 
die Differentialgleichungen 

dw . da> dw 

^+«,^+«,^+7^ = 0, 3) 
düj da^ da^ da^ ' 



dtp dtp dtp 
da^ da^ da^ 

dtp d(p dtp . dtp . dtp , dtp , dtp , 
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Nach der gegebenen litteralen Form ist aber für 0^=1 

— ~A ^ = Ba 

dm 

düj^ 

dm 

— - = Cä7+ 00106+2 ÄÖ2a5+Ia3fl4+Fai'flr5+ 2 Äö,a2Ö4+iStf,a8* 

-— = J5ö8 + 2Fa,Ö7+G«2Ö6+^^^3%+^'^4*+3 Na^^a^-^T.Pa^a^a^ 

^ + 2Pff,fl3Ö4 + Ra^-a^+Sa^a^'^ 

und man hat überdiess 

d(p d(p dq> dq> dcp 

dT,^^' di7^"' d^,^~'" ds;"^"'" d^""~**' 

dq> dq> dcp 

— =s,s,—s,, — = s,s,s,, — = 0. 

Die ersten fünf der obigen Differentialgleichungen werden 
somit durch Einsetzen zu folgenden 

Ca^+Fa^*+Bai'+Aa^—1 (a,«— 2^2) =0, 

Z>Ö3+Ga,flr2+ ^V+«i (^«^2+ ^«1*) +^ßiÖ2+^«3 

+6(ff,3— Söiöi + Sag) = 0, 

J^ff4+^ö,Ö3 + /rtf2*+Ffli*a2+a,(/>Ö3+G^a,a2+^öi*)+Ö2(^«2+^«i'); 
'\-'Ba^a^'^Aa^ — b{a^^ — Aa^az'\-^a^a^'\-2a2 — 404) = 0, 

und liefern die Bedingungsgleichungen 

^+18 = 0, B+A = % C+^+14 = 0, F+B — l = o, 
/)+^+18 = 0, G+C+/?— 18=0, iV+F+6 = 0, 
J5+y4 + 20=0, ^+Z>-HJ?— 20 = 0, 7^+0—10 = 0, 
F+(?+F+20 = 0, iV— 5 = 0, 

und aus diesen die Werthe 

.4 = — 18, J5=+18, C= + 4, F= — 11, Z) = 0, 
G = — 4 , ^=+5 , E = — 2, H=+2, A = +6, 
F=— 5. 

Die noch fehlenden Werthe der Coefficienten /, 1, M, Q, /?, 
Ä, r lassen sich auf verschiedene Weise aus den vier letzten 
Differentialgleichungen bestimmen ; die letzte derselben, welche 
wegen 
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den Vorzug verdient, wird 

4-10304-1- ^öi*flf5+2Äa, Ö2Ö4 + S^i Ö3* + 3 Ta%a^ 
+ai(Pa^+Ha[a^+La^a^ + SATfla*-!- ^01*04 -f-25a,«2a5 + Tög') 

+a,lCa^+Fa^^)+ßa^a,+Aas = 0, 

und liefert zunächst in den Bedingungsgleicbungen 

B+A=0, B+C+2F=0, C+D+G=0, D+E+H=0, 
F+G + ZN=0, K+P=l, iV+F^O 

Bestätigungen der vorhergefundenen Werthe; sodann aber die 
neuen Bedingungsgleichungen 

E+I=0, H-2p= — 6, I-f-Ä = — 6, 
L+ZM+S=0, p + 2Ä=5, Q+S=zO, 

Ä+25+3r=o, r=o, 

und durch dieselben die Werthe 

/= + 2, I = — 8, i»f=:-f3, P = + l, 
Ä=:-|-2, 5= — 1, T=:0; 

so dass die betrachtete symmetrische Function nun vollständig 
entwickelt in der Form erscheint 

Ect^^a^ci^=^ — 1 Söo^öTg-l- 18^0*«! Ö3 + 4^0*0^20^7 — 200*0405 

— 1 Xa^a^^a^ — ^aQa^a2a^-\'2aQa^a^a^-^2aQa^a^ 



+ ÖögÄj'as — 8«off2^s^4 + 300*^ 



3 



3 



-}- Stfi'ag — 001*02^5 -|- «1*0304+ 2a^a^a^ 

Zugleich erlauben die Differentialgleichungen der sym- 
metrischen Function g>; dieselbe in der Form einer Deter- 
minante darzustellen, welche bemerkenswerth ist, obgleich 
sie sich nicht zur Vereinfachung der Berechnung eignet. 
Bezeichnet man nämlich die Summe der Exponenten in der 
synmaetrischen Function durch T, so wird die Gleichung 

von der symmetrischen Function ihrer Natur nach erfüllt 

und man kann zwischen ihr und jenen Differentialgleichungen 

die Grössen 

dcp dcp d(p 

rfa, ' rfflg * * ' dax 

linear eliminieren, d. h. man -erhält 
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(-])'.7'.9,= 



y ff\j ^o>ty 3<7g^ . . . Tax 

2.—, , 1 , ff,, . . . öy«, 
3.—, , , 1 , . . . «r-s 






8. 

In einer elgenthümlichen Zusammenfassung erscheint 
die Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzeln in 
der von Bor cha'r dt bewiesenen Existenz einer erzeugen- 
den Function, aus welcher alle symmetrischen 
Functionen der Wurzeln einer Gleichung alsTheile 
ihrer Entwickelung hervorgehen.*) 

Der Ausdruck 

1 J^ 1 



T~ Z 



a 



Ofl «1 Ofj 0^2 

in welchem die Summierung auf alle jene Glieder sieh er- 
streckt, welche aus dem geschriebenen dadurch entstehen, 
dass von den beiden Reihen 

die eine unverändert bleibt, während die andere auf alle 
mögliche Arten permutiert wird, welcher also in Bezug auf 
beide Reihen von Grössen symmetrisch ist, liefert durch seine 
Entwickelung nach fallenden Potenzen von 

jene einfachsten Typen von ganzen symmetrischen Functionen 
der Wurzeln 



a, 



• • 



. CCt 



einer vorausgesetzten Gleichung n^'''» Grades 



*) „Monatsberichte der K. Preuss. Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin", März 1855. „Crelle's Journal", Bd. LIII, p. 193. 
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welche aus einem einzigen Produet ganzer Potenzen dieser 
Grössen durch Permutation hervorgehen und bekanntlich 
alle ganzen symmetrischen Functionen von 

Ctly • • • Clfg 

additiv zu bilden erlauben. Um alle diese symmetrischen 
Functionen der Wurzeln in Gliedern der Coefficienten der 
Gleichung auszudrücken; ist nichts mehr nöthig; als diese 
erzeugende Function so zu transformieren ^ dass in ihr 
nicht mehr die Wurzeln, sondern die Coefficienten der ge- 
dachten Gleichung enthalten sind. Diess gelingt durch die 
Beziehung derselben zu den beiden Determinanten 



d. i. 



D = 2 + 



— («/— «,)' * («2'— «2)* 
A= S + -r-r 



1 



l 



/> = 



J 1_ 

(«1 '—«»)* (a/— «2)2 



1 



1 



(«/-«„)* («,'-«„)« • • • 



t 



"" («i —«i) ' («1— «2) * * * («n'— «n) ' 



1 



J 



(«//—«n)' 



A = 



1 



t 



1 



welche durch 



2>=r.A 



ausgedrückt wird. 



1 1 



1 



(«i'—a»)' «— «n)^ (««'— ««) i 
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Der Ausdruck 

(/«/; f^2y f^s • • • f^n'y D 

ist nämlich eine ganze Function von 

die ebensowohl durch das Product aller Differenzen zwischen 

ff f 

u^ y a^ , , • (Xfi y 

als auch durch das Product aller Differenzen zwischen 

of„ a^ ... an 

theilbar ist. Nach der Division durch beide Producte bleibt 

als Quotient eine ganze Function , deren (n+l)"+^ specielle 

Werthe für das Zusammenfallen je einer der Grössen 

f f 

^i 9 • • • ^n 

mit je einer der Grössen 

bestimmt werden können, so dass nach der auf mehrere Ver- 
änderliche ausgedehnten Interpolationsformel von Lag ränge 
der allgemeine Werth des Ausdrucks gebildet wird. Da- 
durch erhält man 

d. i. D=T./^, wo 7t(ai', ... «„') und 7c(ce^y ... a„) 

das Product aller aus 

f f 

Ofj , ... «u 

und respective 

Of|, . . . CCfi 

gebildeten Differenzen repräsentieren, jede so genommen, 
dass der grössere Index des a dem Minuenden angehört. 

Die Determinante D geht aber aus der Determinante A 
hervor durch aufeinanderfolgende Differentation nach sämmt- 
lichen Variabein 



tt| , ... Clfi 



und man hat daher 

als den Ausdruck der erzeugenden Function. Dieser Aus- 
druck kann als die symbolische Zusammenfassung der Rech- 
nungsoperationen angesehen werden, welche der bis auf 
Waring*) allein betretene Weg — die Zurückführung der 

*) „Meditationes algebnaicae." 
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« 

zusammengesetzten symmetrischen Functionen der Wurzeln 
auf die Summen gleicher Potenzen und die Darstellung die- 
ser letzteren durch die Coefficienten der Gleichung — nöthig 
machte. 

Für die Gleichung zweiten Grades mit den Coefficien- 
ten «,, a, und den Wurzeln «,, a^ erhält man einerseits 

1^ 1 _ 1 1 

* — • ^ ? • 7 — 7 — y vT — 7 N "T 



anderseits 

«/ — «,' *dä7 ' rf«,' \/a/. /«j / 

(a/«-|^ ö, of /+ a,)(a2''+ «1 «2'+ «2) ' 

so dass man bei der Entwickelung nach absteigenden Po- 
tenzen von a/, «2' ^^d dann durch Vergleichung mit dem 
Vorigen die symmetrischen Functionen der Wurzeln in 
Function der Coefficienten erhält. Cayley merkt an, dass 
im Allgemeinen die linke Seite der Bor chard tischen 
Formel 

== >4o + i4, 2:^1 . 2i»/+ .4 S«^ 2iy,«. 2:a/«+ .4, j 2:«, «2 . 2Ja, V+ . • • 
ist, wo >4o=1.2.3 ...n ist und >4,, -4^,*), A^^... die Quotien- 
ten sind, die die Gliederanzahl der damit behafteten sym- 
metrischen Functionen in das Product 

1 . 2 .3 ... 91 
hervorbringt. In Folge dessen würde ihre Entwickelung 
die sämmtlichen symmetrischen Fimctionen der Wurzeln in 
Gliedern der Coefficienten ergeben.*) 



*) Die Anwendung der angedeuteten Betrachtungen zu dem allge- 
meinen Nachweise, daas jede symmetrische Function der Wurzeln eine 
ganze und ganzzahlige Function der Exponenten derselben ist, und 
einiges Andere möge man in der Originalabhandlung des gelehrton 
Autors a. a. O. nachlesen. 

Fiedler, neuere Geometrie u. Alg-ebra. 5 
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Für die Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln 
hat man die erzeugende Function in der Form 

_i dfa: 



da/- 



Die Formeln des 6. Artikels 



=(-i)' 






. . . 





tüf y öf— l; ö/— «; 



und 



'"=(-^)'j:2fc 



*8; *t 



;0 



>«i 



,0 
,3 



,...0 
, 



(r-1) 



«/- 



3^ 



5i 



erläutern die Art von Redprocität, welche zwischen sym- 
metrischen Fimctionen der Wurzeln einer Gleichung und 
symmetrischen Fimctionen ihrer Coefficienten besteht und 
erlauben, die ausführliche Entwickelung einer entsprechen- 
den Theorie dieser letzteren zu umgehen. So wie schon 
die Algebra von Meier Hirsch Tafeln über die symme- 
trischen Functionen der Wurzeln für die Gleichungen aller 
Grade bis zum zehnten und die Methode ihrer Berech- 
nung enthält, so hat Cayley im 147. Bande der „Philo- 
sophical Transactions" p. 489 (1857) ihnen Tafeln zugesellt, 
welche die Ausdrücke der Potenzen und Producte der Coef- 
ficienten in symmetrischen Functionen der Wurzeln giebt. 
Beide Systeme von Tafeln lassen sich bei der zweckent- 
sprechenden Bezeichnung mit einander verbinden und sollen 
in solcher Verbindimg hier mit den nöthigen Erläuterungen 
mitgetheilt werden. 
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In der allgemeinen Gleichung von den Wurzeln 



er«, or«, &•, ... or^ 



4? «2j **3; 

(von unbestimmt hohem Grade) habe man 

die Coefficienten im Uebrigen^ wie bisher, 

dann leitet die durchgreifende Anwendung desselben Sym- 
bols zur Bezeichnung aller Wurzeln mit blosser Unter- 
scheidung durch Indices natürlich dazu über, die symmetri- 
sche Function 

„ 'l 'f ^3 

2*«^ fifj cf j • • • 

durch die Zusammenstellung 

ihrer Exponenten zu bezeichnen, wobei man zur Abkürzung 
immerhin für 



für 



2*«, a, ofj . . . das Symbol (/,' . . .), 



t^ /j tg 



-SDfj'cTj'org'. .. das 

anwenden kann. Man hat dann 



('l ^2 • • V 



Ä, = — ö, = (.1 ); X^^aj = + ö, = (l«); 2:a,a,a8= -"«8 = (!'); etc. 

«1 ; ^0 ; ^ , . . . 



und es entspringt die doppelte Aufgabe, einmal, jede sym- 
metrische Function der Wurzeln, wie sie durch das Symbol 

repräsentiert werden kann, d. i. 

/ / l m m m 

in Gliedern der Coefficientenverbindungen 

o^a^ . . ., 
das andere mal, jede derartige Coefficienten Verbindung 






5* 
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in Gliedern der symmetrischen Functionen 

(/* m3 . . .) 
auszudrücken. Dabei erlauben diese Coefficientenverbin- 
dungen selbst noch die abkürzende Verschweigung des sich 
wiederholenden Buchstaben a^ und können durch die Zu- 
sammenstellung der Indices und Exponenten 

allein bezeichnet werden; dadurch sind die symmetrischen 
Functionen der Wurzeln und die Combinationen der Coeffi- 
cienten der Gleichung, welcher sie angehören, auf ganz dieselbe 
Form der Bezeichnung gebracht. So wie es die Festsetzungen 
der vorigen Artikel ergeben, so bleibt für die Summe 

\.g+2.h+... 
der Aufdruck als Gewicht der betreffenden Combination 
oder symmetrischen Function. Dem Gewichte 5 entsprechen 
die durch die Reihe 

5, 14, 23, \% 12«, 1% V 
vertretenen Combinationen 

«5; «1Ö4; «2^8? «l'^a? ^i^2 7 «l'««? «1^5 

es entsprechen ihm aber auch die durch die nebenstehenden 
Symbole vertretenen symmetrischen Functionen: 



(5) 


^«.', 


(41) 


-SttiV 


(32) 


i:«,V, 


(31') 


■2'«i'«.«.j 


(2'1) 


^«lV«8, 


(21») 


■Sa,'as«3«<> 


(l») 


2?«,nr,o(30(4«j 



Die verschiedenen Combinationen der ersteren Linie 
werden nothwendig von numerischen Vielfachen der sym- 
metrischen Functionen der letzteren Columne gebildet, und 
umgekehrt, die symmetrischen Functionen der Columne von 
numerischen Vielfachen der Combinationen der Linie; beides 
jedoch mit gewissen Einschränkungen. Die erste derselben 
ergiebt sich aus folgender leicht von einem beispielsweisen 
Falle auf den allgemeinen zu übertragenden Bemerkung: 
Jedes Glied des entwickelten Ausdrucks von a^ a^ muss 
wenigstens so viel Wurzeln enthalten, als in jedem Gliede 
von «4 enthalten sind, d. h. 4, und kann, da die Coefficien- 
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V 

ten in Bezug auf jede der Wurzeln lineare Functionen sind, 
keine Potenz irgend einer Wurzel enthalten, welche die 
Zweite überschreitet. Sie enthält in der That Vielfache der 
symmetrischen Functionen 

(2«1«) 2;«,V«3«4, 

(21*) IJoii^ a^a^ a^a^,, 

(V) Za^ «2 «3 «4 «5 «6. 

Auf den allgemeinen Fall angewendet, geben die glei- 
chen Betrachtungen das Gesetz: Die Combination 

a^^ «2* • • • 
enthält nur die symmetrischen Functionen 

(/**wi . . .), 
für welche der grössteTheil die Zahl derTheile in 

l<f 2* . . . 
nicht überschreitet und die Zahl der Theile nicht 
kleiner als der grösste hierin enthaltene Theil ist. 
Die beiden Coefficientenverbindungen 

«1*02 und Oi'fl^2^3; 
welche durch die Symbole 

P2 und 1»23 

vertreten sind, und durch symmetrische Functionen der 
Wurzeln ausgedrückt ergeben 

(— 2:ai)*(2;aia2) imd (— 2;a,)'(2;aia2)(— -Sof, cvjWs) 
enthalten darnach die Glieder 

+ 1 ai'a» ^^^^ — 1 '^iW^aj 

und daher die symmetrischen Functionen 

(31) und (521) 

mit den respectiven numerischen Coefficienten 

+ 1 imd — 1. 

Die Symbole dieser letzteren können aus denen der Coeffi- 
cienten-Combinationen 

1«2 P23 

immer abgeleitet werden, indem man jede Zahl desSyn^bols 
in eine Linie von Einheiten zerlegt und dann die Summen 
der durch Uebereinanderschreiben dieser Linien mit den 
Anfangsgliedern gebildeten Columnen zieht, d. i. 
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1 




1 


1 


und 


1 


1 1 




1 


31 




11 




/ 


1 1 1 



521 
wie vorher. Die so erhaltenen Symbole sollen nach Cay- 
ley's und Sylvester's Vorgange die conjugierten von 
denen heissen, von denen man ausging. Alsdann lässt sich 
das vorige Ergebniss in die Regel fassen: Eine Combi- 
nation 

afi «2* . . . 
enthält die dem conjugierten Symbol von 

U2* ... 
entsprechende symmetrische Function mit dem 
numerischen Coefficienten 

+ 1 oder — 1, 
je nachdem ihr Gewicht 

1^ + 2ä+ 

gerade oder ungerade ist. 

Im Zusammenhang mit diesem Begriff eines conjugier- 
ten Symbols zu einem gegebenen lässt sich eine fernere Ein- 
schränkung formulieren, die sich in den Entwickelungen der 
Coefficienten-Combinationen in den symmetrischen Functio- 
nen der Wurzeln geltend macht. Man findet in dem Aus- 
drucke der Combination 

das Glied (3*1) nicht, weil es als mit 

identisch nicht in der Entwickelung von 

«I «8* = (— -^ «l) (-^«1 ^% «3)* 

vorkommen kann; gleichwohl könnte dasselbe nach der 
ersten Einschränkung der Entwickelung der Combination 
angehören. Um die jetzt betrachteten Ausscheidungen zu 
bezeichnen; ist es nöthig^ unter den Symbolen der symme- 
trischen Functionen eine strenge Ordnung der Aufeinander- 
folge dadurch zu begründen, dass man einmal die Symbole 
streng nach der Zahl ihrer Theile — immer das mit der 
kleineren Anzahl derselben voraus, — sodann nach der Grösse 
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des Grössten dieser Theile sich folgen lässt, — das mit dem 
Grössten voraus, im Falle der Gleichheit der grössten Theile 
das, welches unter den nächstkleineren Theilen den grössten 
enthält. Dann gilt der Satz: Die Combination 

enthält nur die symmetrischen Functionen, deren 
Symbole dem conjugierten ihres eigenen Symbols 

1« 2* . . . 
nicht vorangehen. Da 

32» 
das conjugierte Symbol von 

13* 
ist und nach den Gesetzen dieser Ordnung dem Symbol 

3«! 
nachfolgen müsste, so kann die diesem Letzteren entspre- 
chende symmetrische Function nicht zum Ausdruck der 
Combination 

gehören. 

9. 

Als ein Beispiel seiner Art und Weise der Berechnung 
der Tafeln höherer Potenzen aus denen der niederen giebt 
Cayley das Folgende: Man hat 

a,a3 = (2:aj«0(-2;a,a,c.3) = l(2M) + 3(2P)+10(P), 
und findet daraus 

o,fl,a3 = (—2;«0(^«,«2)(— -Sa, «,«3) = 1(321) + 3(2«) +3(310 

+ 8(2n«) + 22(21*) + 60 (l^. 

Die darin auftretenden Symbole sind nach den Be- 
dingimgen des Gewichts und den beiden entwickelten Ein- 
schränkungen bestimmt; nicht minder die Ordnung, in der 
sie sich folgen. Nur die numerischen Coefficienten bleiben 
zu entwickeln. Das dazu gewählte Verfahren entspricht 
genau der Multiplication von 

fl,03 = l(2M) + 3(2P) + 10(1») mit «1=^(1) 
und ist in rein mechanischer Ausbildung das folgende: 
Aus dem Symbol 

24 
gehen durch successive Vermehrung seiner einzelnen Theile 
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— Null unter denselben mit eingerechnet, also 2*10 — um 
eine Einheit die Symbole 

321 , 2', 2M* 
hervor, in welchen die Indices der vermehrten Theile re- 
spective 

1, 3, 2 • . 

sind. Durch Multiplication derselben mit dem Coefficienten 

Eins des Symbols 

2»1 

erhält man die Coefficienten der Symbole 

321, 2«, 2*1« 
in der Entwickelung von «j «j «a 

1, 3, 2. 
Auf dieselbe Weise werden aus dem Symbol 

21» 
die neuen Symbole 

31», 2n«, 21*, 
aus denen die Indices 

1, 2, 4 
als Factoren des Coefficienten 3 jenes Symbols in der ur- 
sprünglichen Entwickelung hervorgehen, so dass 

3, 6, 12 
die neuen Coefficienten sind. Endlich entspringen aus 

1^ 
die Symbole 

21* und 1» 
mit den Factorenindices 

1 und 6, 
wodurch der Coefficient 10 in die neuen Coefficienten 

10 und 60 
übergeht. Man hat somit überhaupt 
0^0,03== l(321)+3(2»)+2(2»r)+3(31»)+6(2«l*)+ 12(21*) 

+ 10(2l*)+60(l«) 
r=l(321)+3(2»)+3(3l»)+8(2M«)+22(21*) + 60(l«). 

(Siehe Tafel VI.) 

Die Tafeln beiderlei Art mögen in der raumsparenden 

Verbindung, welche für dieselben möglich ist, mit den nöthig- 

sten Erläuterungen folgen. Dieselben zeigen eine linke 

Aussenreihe, deren Symbole die entsprechenden symmetri- 
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sehen Functionen der Wurzeln repräsentieren, und eine obere 
Aussenlinie, deren Symbole die Indices von Coefficientenver- 
bindungen sind, auf welche die Tafel ßich bezieht; jede der 
Tafeln enthält ein System grösserer und ein System klei- 
nerer Ziffern, von denen das eine die obere linke, das 
andere die untere rechte Hälfte einnimmt, jenes der Tafel 
entsprechend, die die symmetrischen Functionen der Wur- 
zeln in Function der Coefficientenverbindungen , diese der 
andern angehörig, durch welche alle die Coefficientenver- 
bindungen als symmetrische Functionen der Wurzeln ausge- 
drückt werden ; beide werden durch die von oben rechts nach 
unten links gehende Diagonale des Zifferquadrats vereinigt, 
welche mit positiven und negativen Einheiten gefüllt, beiden 
zugleich angehört. Der Tafel der symmetrischen Functionen 
entspricht das Lesen nach Zeilen, wie es das starke, der 
Tafel der Coefficientenverbindungen das Lesen nach Verti- 
calreihen, wie es das schwache Gleichheitszeichen in der 
linken oberen Ecke der Tafel bezeichnen. 

Es erscheint hiemach genügend, dem üeberblick der den 
ersten fünf Graden entsprechenden Tafeln einige Beispiele 
der in ihnen enthaltenen Resultate folgen zu lassen, daran 
aber die weiteren Tafeln, die den Graden sechs bis zehn 
entsprechen, direct zu schliessen. 
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V. 



4* 
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14 23 1*3 


12' 


1«2 


1^ 


(5) 

(41)" 
(32) 

(31') 
(2'1) 
(21«) 
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- 1. 
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+ 5 —1. — 3 — 7 —12 


— 27. 


— 60 


— 1. 


— 5 —10 1 — 20 
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— 60 


— 120. 



Man hat aus I) öi = — 2cii nnd Za^z=z — öj^ 

aus II) «1* = 1(2) + 2(1*) == 2:tti*+2J?aia,; » 
«, = (l*) = 2;cif, er,; Zct^* = — 2fl2 + «i*; 

aus III) «3= — Zct^tt^a^ 5 a^ax^= — Sa^^a^ — ZEa^a^a^ ; 
«t* = — -SV — 3 2;«/ iy, — 6 2:«, ^2«,; 
2:ai'= — 3a,+3a,a2 — öj'; 2a^^a^ = Za^ — Oj«, j 

2:aia2«8=^ — «3- 
aus IV), V) und VI beispielsweise: 

ö/aj==-Sai'a2+2^ai*a«*+5'^ai ai«8*+122:aja2tt8^4; 
2?a,'cr2=4ö4 — a^a^ — 2ß2*+ö,*Ö2 5 
2*a,*cif2=5«5 — fl, «4 — 5 Ä, «3 + «,* «8 + ^''1^2* — ^l'^f 5 
ßj« a^ z= 2:«/«,*+ 2 2;«, V + 2 2:a/of2a3+ 8 Zai^at'cc^ + 15 Ikct^a^^a* 

+ 1 8 Zai'a2CCsa4 + 34 2:a,*a2'«3 ^4 + 78 2^«,*«, «3 cif4 «^ 

+ 180 2:«! «2 «3 «4 0^5 «6« 

Jede dieser Relationen wird zur Identität, wenn man für 
die in sie eintretenden Grössen der einen Art aus derselben 
Tafel ihre Ausdrücke in denen der andern Art substituiert, z. B. 

= 1(31) + 2 (2*) +5 (21») + 12(1*) 

= 1 J4flr4— o, «3- 2a,*+a,»a2 ! + 2| 204— 2a, «g + ff^' ) 

+ 5j 0,03 — 4 04 J+ 12(74 

=a,*ff2; 
ebenso in allen andern Fällen. Für die Tafeln VII bis X gilt 
in Allem das Nämliche. Für die Ueberführung aller in der 
ersten Abtheilung dieser Untersuchung vorkommenden Functio- 
nen der Coefficienten gentigt die alleinige Eücksicht auf Tafel II 
oder die bekannten bereits an jener Stelle angewendeten For- 
meln. Gälte es nicht in den nachfolgenden Entwickelungen, 
die Formen der nächsthöheren Grade mit in Betracht zu ziehen, 
so würde die ausgedehnte Mittheilung dieser Tafeln der sym- 
metrischen Functionen hier ganz unterblieben sein. 
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Der üeberblick über das System diese Tafehi bestätigt 
aber ein von Cayley zuerst ausgesprochenes Gesetz, von 
dessen allgemeinem Beweis er nur andeutet, dass er aus 
Borchardt's allgemeiner Formel (siehe Art. 8) von den 
erzeugenden Functionen der symmetrischen Functionen möge 
abgeleitet werden. Es lautet: Die Zahl jeder Tafel, 
welche einem Symbol « in der Aussenlinie und 
einem Symbol (;) in der Aussencolumne entspricht, 
ist der Zahl derselben Tafel gleich, welche dem 
Symbol j in der Aussenlinie und dem Symbol («) 
in der Aussencolumne angehört. Oder auch: Der 
Coefficient der Combination (P) in der symmetri- 
schen Function (P) ist dem Coefficienten der Com- 
bination (P) in der symmetrischen Function (P) 
gleich; und der Coefficient der symmetrischen 
Function (P) in der Combination (p) ist gleich dem 
Coefficienten der symmetrischen Function {Q) in 
der Combination (P). 

IL Ueher die Determioanten der Wvieln and die Fanctieneii Ten 

Starm ind SylTester. 

10. 

Das Vorhergehende hat gezeigt, wie in der Theorie der 
symmetrischen Functionen die Determinantenform wiederholt 
naturgemäss sich darbietet; es liegt in dem Begriffe beider 
Functionen, dass diese Begegnungen durchgreifend sein müs- 
sen, denn Determinanten sind alternierende Func- 
tionen, d.h. solche, die durch die Vertauschung der Wer- 
the von je zwei in sie eingehenden Elementen einen Zeichen- 
wechsel erleiden; während symmetrische Functionen bei einer 
solchen Vertauschung völlig unverändert bleiben. In Folge 
dessen ist das Quadrat jeder Determinante eine 
symmetrische Function. 

Die bekannte Definition der Determinanten*) als Pro- 
ducte aller Differenzen gegebener Grössen führt sogleich ge- 



*) Man vergleiche Baltz er, „Theorie und Anwendung 4er Determi- 
nanten/* Leipzig, Hirzel. 1857. 
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rade auf symmetrische Functionen derjenigen Form, welche 
in den Entwickelungen des ersten Abschnitts überall vor- 
herrschte, und der Verfolg der Untersuchung wird die all- 
gemeine Bedeutung dieser Formen immer mehr ins Licht 
stellen. 

Sind «o «t, . . . «« die n gegebenen Grössen, beispiels- 
weise die n Wurzeln der algebraischen Gleichung 

so ist das durch 

vertretene Product ihrer DiflFerenzen*) 

(«,— a,) («3 — a,) . . . (««— «j) («8—««) i^4^^t) . . . (cin—cii) . . . 

1 , 1 , ... 1 



= + 



a 



a 



I 7 

t 



a 



a 



t 



et 



H 



or. 



a 



n-l 



a. 



n-l 



Man schliesst diese Identität aus der Bemerkung, dass 
die Determinante für jede Gleichheit zweier Elemente 

verschwindet, dass also jede der DiflFerenzen 

als einer ihrer Factoren erscheint, und aus der Ueberein- 
stimmung der Exponenten und Coefficienten in ihrer Ent- 
wickelung und der des Products der Diflferenzen. 

Dieses Ergebniss mag zunächst auf die in Art. 8 entschei- 
dende Determinante 

1 1 1 



A = 



1 1 



... 



1 



(a/— of,)^ («/—««) * ' ' (««'— a«) 



(«/—«„)' («,'— a„) * ' ' («»'—««) 



*) Siehe Art. 8. 
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angewendet werden, um dabei einige einfache Eigenschaften 
der Determinanten zu erinnern. Man kann die Nenner aus 
den Elementen derselben entfernen, indem man jedes Glied 
mit dem Product der Nenner aller mit ihm in derselben Ver- 
ticalreihe stehenden Glieder multipliciert; dann sind die Multi- 
plicatoren der auf einander folgenden Reihen respective 






Die Determinante selbst wird aber durch diesen Process mit 

hj 

d. i. mit dem Product sämmtlicher Differenzen zwischen den 
Elementen der Keihe 



und denen der andern Reihe 

multipliciert; ihre Elemente sind ganze rationale Functionen der 
gegebenen Grössen vom (« — l)'*'* Grade und sie selbst wird 
durch 

A . n (cc~ aj) 

dargestellt. Da sie für die Uebereinstimmung der in parallelen 
Reihen stehenden Elemente verschwindet, so ist sie nach dem 
Vorigen durch das Product 

theilbar, welches selbst ebenfalls eine ganze rationale Function 
der gegebenen Grössen vom «(« — l)'*" Grade ist. Der Quotient 

A.i7(a/— Ä/) 
hJ 

P («O «/; . • . ««') ^(«o «2 ; • • • a«) 

ist daher eine von den Grössen 

IX| • • . • • Ui • • . . 

unabhängige Zahl und lässt sich ermitteln, indem man voraus- 
setzt, dass 

sei; denn dann verschwinden in der von dem Nenner befrei- 
ten Determinante A alle ausser der Haiiptdiagonale stehenden 
Glieder und sie reduciert sich auf das Product der in dieser 
letzteren enthaltenen ; diese sind aber 
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(«2— «ll {«£—«») («£--«4) (««— «!.)> 

(«3 — «l) («3 — «t) («8— «4) («8— ««); 

(«H— «i) («« — «f) (««— «ll-l) ; 

und ihr Product ist daher 

n(«*-l) 

= (-1) ' t^C^i, «.,... ««)}'. 
Man erkennt damit als den Werth des fraglichen numerischen 
Quotienten 

(-1) » 

und hat daher 



«(«— 1) 



= (-1) 



Das Quadrat 



1 1 



«1— «1 «2 — «1 «« — «i 

1 1 1 



«1— «2 «2 — «2 



«« — Cf, 



/ > / ; • • • / 

«1 — «« «2 — «n «« — «1 



*) 



oder das Prodüct der Quadrate aller möglichen 
Differenzen der Wurzeln der Gleichung n'*" Gra- 
des^ d.i. die Discriminante derselbeii; kann nach dem 
Multiplicationsgesetz der Determinanten leicht aus dem Pro- 
duct aller Wurzeldifferenzen abgeleitet werden. Das Pro- 
duct zweier Determinanten ist eine Determinante, 
deren Elemente gebildet sind aus der Summe der 
Producte der in irgend einer Reihe der ersten 
enthaltenen Elemente in die Elemente in einer 
Reihe der zweiten. 

Insbesondere ist in Folge dessen das Quadrat einer 
Determinante eine symmetrische Determinante, d. h. eine 
solche, in welcher das p^^ Element der ^'"* Reihe dem ^*'* 
Element der p^* Reihe gleich ist. 



*) Vergl. oben Art. 8. p. 04. 
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Man hat speciell 
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d. i. nach den eingeführten Bezeichungen 
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worin man noch das Element n durch Sq ersetzen kann. 

Man hat so für die Gleichungen des zweiten und dritten 
Grades für das Quadrat der Wurzeldifferenzen und für das 
Product der entsprechenden drei Quadrate die Ausdrücke 







*o ; *o ^2 
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*i ; h y **8 




Sj ; »^8; *» 



Wenn in einer Determinante die Zahl der Elemente 
immer ein Quadrat oder die Anzahl der Zeilen der Anzahl 
der Reihen gleich ist; so können doch die vorigen Betrach- 
tungen auf Paare von Elementengruppen übertragen werden, 
bei denen die Zahl der Reihen von derjenigen der Zeilen 
verschieden ist. Man bildet z. B. aus den Gruppen 
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ßij Yt> ^i) ßi7 Yi) 



ft; y2; 
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§2} Yi 



nach dem Gesetz der Multiplication die Determinante 

«i^i'+ftft'+yiy/; «2ai'+ft/5i'+>'2yi' 

«1 «2'+ ßi ßt+ Yi Yiy <^2 «2'+ ßt Ä'+ Yt Yt 
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Dieselbe kann in eine Summe einfacherer Determinanten 
zerlegt werden nach dem Satze ^ dass eine Determinante 
die Summe zweier anderen ist, wenn alle Elemente einer 
ihrer Reihen als Summen zweier anderen erscheinen; näm- 
lich in 






+ 



+ 



«1 «/; ßt ßi 
«1««'; ßtß% 

ß\ß\j ßtßt 
ßi ßtj ßi ßi 

hYiy ßtßi 
Yi y%7 ßt ßt 



+ 



+ 



«1 «1 y yt Yi 
f^i^ty YtYt 

ßißxy YtYi 

ßi ßt, Yt Yt 

YiYiy YtYi\ 
Yi Yt, Yt Yt 



+ 



ß\ ßi, «t «/ 

ßi ßt, «8 «2' 
YiYi', «2«!' 

Yi Yt, «2 «t' 



Unter denselben verschwinden drei identisch, nämlich die 
erste, fünfte und neunte, und die übrigen sechs bilden die 
Entwickelung der Productensumme: 



«t; ßt 



<, ßi\ 
«t, ßt 



+ 



«17 Yi 
«2, Yt 



«1 , Yi 
«2'; Yt 



+ 



ßnYi 
ßt, Yt 



ßi, Yi 
ßtf Yt 



mit welcher daher die oben gebildete Determinante identisch 
ist. Da man für jede beliebige Zahl von Elementen beider 
Gruppen die analoge Entwickelung immer mit demselben 
Erfolge wiederholt, so lange nur die Zahl der Elemente 
einer Zeile in jeder, derselben die Zahl der Zeilen selbst 
übertriflFt, so ist allgemein der Werth einer aus den 
Elementengruppen 

^i, ßi, Yi, ^i • * *, ^i, ß\, Yiy ^/ • • • > 
^t, ßt, Yt, ^t * ' '} ^t , ßt , Yt , ^t ' ' 'f 
^B, ßi, Yiy ^3 • • • 7 ^z, ßs, Yi} ^s' • • • r 



in deren jeder die Zahl der Elemente in jeder Zeile 
die Zahl der Zeilen übertrifft, nach der Regel der 
Multiplication gebildeten Determinante 

«i«i'+ftl5i'+yiy/+-> ^t^i'+ßtßi'+YiYi'+'*, ^3^i'+ßzßi'+YiYi'+"> — 

'*i^t+ßißt+YiYt+-', ^tf>it+ßiß2+y2rt+", f*af^2+ß3ßt+YiYt+"f — 

^i^s+ßißi+YiYs+", ^tf^i+ßtßi+YiYi+'-y ^t^3+ßnßi+yiyi+-> — 
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die Summe allerProducte aus zwei Factoren, deren 
einer jede mögliche Determinante, welche aus 
der einen Gruppe von Elementen gebildet werden 
kann, indem man so viel Reihen derselben zu- 
sammen nimmt, als Elemente in einer ihrer Reihen 
stehen, und deren anderer die jedesmal entspre- 
chend aus den Elementen der arideren G-ruppe ge- 
bildete Determinante ist. 

Die analoge Untersuchung an zwei Gruppen von Ele- 
menten, in welchen die Zahl der Elemente einer 
Zeile kleiner ist, als die Zahl der Zeilen, liefert 
ein wesentlich verschiedenes Resultat. Beispielsweise seien 
die Gruppen 

««; ft; «/; ßz] 
«3; ft; «3', ßs 

betriachtet. Man bildet aus ihnen nach dem Gesetz der 
Multiplication die Determinante 

«ia/+ftft', a,a/+ftft', cc^cci^+ß^ßi 

^1^%+ßlßtJ «2<+ftft', «3«2'+ftA' 

«itx^+ßißsf «««a'+ftA'; «s^s'+Z^aft' 

und erkennt sie durch Zerlegmig als die Summe der De- 



terminanten 

«lOfl', «,<, «3»/ 

«1«/? ßtß\7 ßzßi 

+ «i««'; ßißzyßißi 
«i^s'? ßißzyßzßi 

+ ßißt) ßzßi) «8 «2' 

ßißzyßzßij^i^i 



+ 



+ 



+ 



«1«/, CC^CC^jß^ßi 
«i «2'; «2 «2'; ßz ßt 

«1 «s'; «2 «a'; ft ßz 
ftft', cTj«/, Ofa«,' 
ßißty^%^2) «3 «2' 

ßißi, ßtßiy ßzßi 
ßi ßi, ßi ßzj ßz ß% 



+ 



+ 



^i^ty ßtßt 
«1 «3'; ßt ßz 

ßi ß\y «2 «1 
ßi ßiy «2 «2 



; «3 «2 
; «3 «s' 

fßzßi ^ 



ßi ßzj «2 «s'; /?8 ßz 



ßißzy ßzßzj ßzßz 

welche sämmtlich einzeln identisch verschwinden, weil in 
jeder von ihnen nach Ausscheidimg der gemeinschaftlichen 
Factoren gleiche Reihen von Elementen erscheinen; somit 
ist die obige Determinante selbst mit Null identisch, und 
da dieselben Schlussfolgerungen sich auf den allgemeinen 
Fall ohne Schwierigkeit übertragen lassen, so erhellt das 

Fiedler, neuere Geometrie u. Alg>ebra. () 
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allgemeine Gesetz, dass jede Determinante, welche 
nach der Regel der Multiplication aus den Ele- 
menten zweier Gruppen gebildet werden kann, in 
welchen die Zahl der Elemente einer Zeile von 
der Zahl der Zeilen selbst übertroffen wird, mit 
Null identisch ist. 

Für den speciellen Fall 

ai=a/, ßi==ßi, etc., 
als welcher hier besonders ins Auge zu fassen ist, liefern 
die vorstehenden Entwickelungen die folgenden Resultate. 
Man erhält für die Gruppen 

als bei denen die Zahl der Elemente einer Zeile die Zahl 
der Zeilen übertrifft. 






+ 



ft^yl 



ßf\72' 



+ 



h>i' 



7t i «»' 



und für die analogen Gruppen 

als bei denen die Zahl der Elemente einer Zeile von der 
Zahl der Zeilen übertroffen wird. 

Und allgemein für die Gruppen 

«i; ft; yo • • •; «i; ft; yi; • • • 
^2 ; ft ; yt ^ • • «S **« > Ä ; y2 ; • • • 
«8; ßty y»? • ••; «8; Ä; ys; •• • 



= 0. 



die Determinante 
«i*+ft'+yi*+... ; «2ai+Äft-fy,yj + ..., «3ai+Aft+y8yi+-v — 

«ia2+ftft+yiyt+-; a2Hft*+y2*+..- ; «fs0f2+ÄÄ+y3y2+-.; — 
ai«8+Aft+yiy84-.-, a2as+ftft+y2y3+.-.? a8*+ft'+y3*+... ;... 
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mit Null identisch, wenn die Zahl der Elemente 
einer Zeile in den Gruppen oder die Zahl der Glie- 
der in jedem Elemente in der Determinante von 
der Zahl der Zeilen übertroffen wird; hingegen 
gleich der Summe der Quadrate aller möglichen 
Determinanten, die aus den Elementen einer 
Gruppe gebildet werden können, indem man so 
viel Reihen derselben als Reihen einer Determi- 
nante vereinigt, als jede einzelne von ihnen Ele- 
mente zählt, wenn die Zahl der letzteren kleiner 
ist, als die Zahl der Elemente einer Zeile der 
Gruppen oder der Glieder eines Elements derDe- 
terminante. 

So liefert die Gruppe 
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1 ; «3 ; ^i^j «3 ; • • 



in welcher a, , «2 , «s , . . . «„ die Wurzeln einer Gleichung n^*" 
Grades sind, das Resultat 
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»1? 
'2; 
^3; 



»2 7 
^3 7 
h7 






*«•— 1 7 *m 7 *»i-f"l y * ' ' ^2»! — 2 
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...er, 
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in welchem die durch Z angezeigte Summierung sich auf alle 
die Determinanten bezieht, welche aus der angegebenen da- 
durch entstehen können, dass man statt der Grössen 

«1 7 ^ 7 «3 7 • • • «»» 

je m verschiedene aus der Reihe 

«1 7 «2 7 «3 7 • • • «fl 

setzt. 

Nach den früheren Entwickelungen dieses Artikels kann 
man dann endlich schreiben 



*0 7 ^1 



= 2; (a, -«,)', 



*0 7 *1 7 *2 
*1 7 *2 7 *8 
*27 *87 *4 
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= 2: («1 — a,)' («2 "" «s)* («3 — aj' («4 — «I )* («i — «a)' («2 — «4)% etc. 
Die Reihe dieser Determinanten schliesst mit derjenigen, 
welche das schon oben erwähnte Product der Quadrate aller 
Wurzelditferenzen vorstellt und die für die Gleichung des w'*^ 
Grades durch 



0; 



*2; ^3? 



• . • Sf^ — j 
. . . Sji 



repräsentiert ist. 



*«— t ? *ii ; *«+l ; 
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Die grosse Bedeutung, welche diese Reihe von Deter- 
minanten für die Theorie der algebraischen Gleichungen hat, 
lässt sich im Anschluss an das berühmte Theorem von 
Sturm mit einiger Vollständigkeit überblicken. Die nahe 
Beziehung desselben zu dem Zwecke dieser Untersuchung 
bedingt seine kurze Darlegung nach diesen Zusammen- 
hängen. 

Hinsichtlich der gewöhnlichen Darstellungsweise des 
Satzes selbst darf jedoch wohl auf die neueren Werke über 
die Theorie und Auflösung der Gleichungen verwiesen wer- 
den. Einige historische Notizen und literarische Nachwei- 
sungen mögen vorangeschickt werden. Zuerst im Jahre 1829 
durch einen kurzen Auszug im „Bulletin de Sciences" von 
F^russac, t. XI; p. 419, bekannt gemacht, ward das 
Theorem von Sturm 1835 in dem „Memoire sur la röso- 
lutions des equations num6riques" in den „Memoires des 
Savants ^trang^res", t. VI, p. 271, im Zusammenhang dar- 
gelegt. Im Decemberheft des „London and Edinburgh Phi- 
losophical Magazine" 1839 stellte sodann Sylvester die 
Functionen von Sturm mit Hilfe der Wurzeln der Glei- 
chungen einfach dar und Sturm selbst lieferte im VII. 
Bande des Journals von Liouville (1842) den Beweis für 
die Richtigkeit dieser Ausdrucksformen. Im XI. und XII. 
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Bande desselben Journals — p. 297 und p. 52 resp. — 
wurden diese Formeln von Cayley und Borchardt, von 
Joachimsthal im 48. Bande des Journals von Grelle p. 402 
unter der Form von Determinanten der Potenzensummen 
der Wurzeln der Gleichung, endlich von Cuyley — Liou- 
ville's Journal; t. XIII, p. 269 und in noch eleganterer Form 
im 157. Bande der „Philosophical Transactions^' p. 733 (1857) 
— in Form von Determinanten aus den Coefficienten der 
Gleichung dargestellt. Sylvester veröffentlichte seine Unter- 
suchungen über den Stürmischen Satz in dem grossen Me- 
moir: ,,0n a Theory of the Syzygetic Relations of two 
rational integral Functions^^ etc. im 1 53. Bande der „Philo- 
sophical Transactions^^ p. 407 — 548 (1853), und Hermite 
zeigte im 35. und 36. Bande der „Comptes rendus'^ p. 52 
und p. 294 (1852, 1853), dass auch in dem Falle von zwei 
algebraischen Gleichungen Functionen existieren, welche die 
characteristisehen Eigenschaften der Functionen von Sturm 
besitzen; damit ist das Theorem von Sturm auf beliebige 
Systeme algebraischer Gleichungen ausgedehnt. Eine schätz- 
bare Darstellung dieser Entdeckung gabBrioschi im XV. 
Bande der „Nouvelles Annales de Mathematiques^^ p. 264— 286 
(1856).*) (Siehe ebenda im XIII. Bande, p, 71 die Dar- 
legung der Cayley' sehen Formeln durch denselben Autor.) 
Sie mag hier angeführt sein, weil die Ausdehnung auf Sy- 
steme von Gleichungen mit mehreren Unbekannten über den 
gegenwärtigen Zweck hinausgeht. Wenn nämlich die Gleich- 
setzung eines homogenen Polynoms «'*" Grades mit zwei 
Veränderlichen mit Null ein geometrisches Elementargebilde 
von «Elementen repräsentiert, so lehrt das Theorem von 
Sturm erkennen, wie viel Elemente dieses Letzteren zwi- 
schen zwei durch bestimmte Zahlenwerthe gegebenen Grenz- 
elementen enthalten sind. Die Theorie der Stürmischen 
Functionen für das System von zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten oder von zwei homogenen Formen mit drei 
Veränderlichen liefert die Beantwortung der Frage nach der 
Anzahl der in einem durch die gegebenen Grenzen bestimm- 



*) Vergl. auch „Zeitschrift für Mathematik und Physik" von Schlö- 
nilcb etc., Bd. 11, p. 209. 
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ten Intervalle enthaltenen gemeinschaftlichen Elemente der 
beiden durch jene Gleichungen dargestellten Curven etc. 
Sie umfasst auch die Mittel zur Bestimmung der imaginären 
Wurzeln einer Gleichung, weil die Untersuchung derselben 
sich auf die Lösung von zwei Gleichungen mit zwei Unbe- 
kannten zurückführt. Die Ausdehnung auf drei Gleichungen 
mit drei Unbekannten führt zur Bestimmung der Anzahl 
der in einem gegebenen Intervall enthaltenen gemeinschaft- 
lichen Elemente von drei algebraischen Flächen, z. B. für 
rechtwinklige Punktcoordinaten zur Bestimmung der Zahl 
gemeinschaftlicher Punkte, welche in dem Räume eines recht- 
winkligen Parallelepipedes enthalten sind , das den gegebenen 
Grenzwerthen entspricht; es ist nicht schwer, für andere 
Coordinatensysteme das Analoge auszusprechen. Das allge- 
meine Problem der Analysis findet seine geometrische Er- 
läuterung nur in dem idealen Räume von p Dimensionen. 

Wenn ^ = eine homogene Gleichung mit zwei Ver- 
änderlichen und V die erste Derivierte derselben nach der 

Unbekannten — bezeichnen, also 

y 

K=i?«oa?'*-i-|- (n— 1 )«! x''-^y+(n—2)aiX''-^y*+... +a„_iy«-^=: 0, 
so liefert die Operation zur Aufsuchung des grössten ge- 
meinschaftlichen Maasses der Polynome U und F, bei Ver- 
wandlung der Vorzeichen des jedesmaligen Restes in die 
entgegengesetzten, in der Reihe dieser Reste die Reihe der 
Stürmischen Functionen oder Reste für die Gleichung (7=0. 
Wenn man in die Functionen U^ V und die so nach einander 
erhaltenen Reste, deren letzter von der unbekannten Grösse 
frei und zugleich, so lange die Gleichung kein Paar von 
gleichen Wurzeln besitzt, von Null verschieden ist, an Stelle 
der unbekannten Grösse zwei bestimmte Zahlenwerthe a 
und bj (fl>6) einsetzt und die Vorzeichen der Substitutions- 
resultate bestimmt, so findet man die Zahl der zwischen 
den Grenzen a und b gelegenen reellen Wurzeln der Glei- 
chung durch den Ueberschuss gegeben, welchen die Zahl 
der Zeichenwechsel in der der Substitution von a entspre- 
chenden Reihe über die Zahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe der Substitution b bildet. Wenn man für a und h 
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die Grenz werthe aller reellen Wurzeln + oo und — oo wählt, 
so liefert der ebenso bestimmte Ueberschuss die Qesammt- 
zahl der reellen Wurzeln der Gleichung; dabei bedarf es 
offenbar nicht der Untersuchung der ganzen Restfunctionen, 
sondern nur der Beachtung derjenigen ihrer Glieder, welche 
die jedesmal höchste Potenz der Unbekannten enthalten. 
Bezeichnet man die Reihe der Reste durch 

und die der Quotienten durch 

80 gelten die Gleichungen 

V = Q^R^ — Äj ^ 
Äj = ^8 A3 -— A4 y 



Man erhält aus diesen Gleichungen die anderen 

R4=Q,Rz-Rz=(QsQz-^)Rz'-Qiy 

etc., 
allgemein 

Rk-i = Ak-x . K- Bk-i . U, 
Rk =Ak . V'-Bk . U, 
Rk^x= Ak^i . V — Bi^i . U, 
Nach dem Bildungsgesetze der A und B aus den Quo- 
tienten Pi, Q2 etc. und weil diese in Bezug auf die unbe- 
kannte Grösse sämmtlich vom ersten Grade sind, ergiebt 
sich, dass A/c vom Grade (ä— 1) und ß^ vom Grade (ä— 2) in 
Bezug auf jene unbekannte Grösse sind. 
Man hat ferner wegen 

Bk+i = Qk • Äyfc — Rßc-i 

mittelst der vorigen drei Gleichungen die Relationen 

Ak^i = Qk - Ak ^ -4jfc_i, 

Bk+l = Qk • Bfe — Bie^x , 
also 



•1 
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^k • ßk-^l — ^k+\ • ^k = ^/k-1 • ^ifc — -^Jt . ^k-\} 

d. i. constant^ und wegen 

^ . ^3 - ^, . ß, = Q,Q^ - (Pi Ö2-1) = 1, 

Diese Eigenschaft der Stürmischen Reste, unter die 
Form AV-^BU zu fallen, reicht zu ihrer vollkommenen Be- 
stimmung allein hin. Denn wenn man beispielsweise in die 
Gleichung 

Äj = P, K — 1/ 
den Quotienten ß, als vom ersten Grade in der unbekann= 
ten Grösse der Gleichung in der Form 

substituiert, wo a, und 6, zu bestimmende Constanten sind, 
so reicht zu ihrer Bestimmung die aus dem Grade von Ä„ 
d. i. (n— 2), hervorgehende Bedingimg hin, dass die beiden 
höchsten Potenzen der Unbekannten aus der Entwickelung von 

(a^x + b,) V^U 
verschwinden müssen. Und allgemein, wenn man in 

AV'-BU 
für A die' allgemeinste Function des (ä— ly*"" und für B die 
allgemeinste Function des (Ä—2y<'« Grades in x substituiert, 
deren erste k und die zweite (ä— 1) Constanten enthält, so 
führt zur Bestimmung der 2 (Ar— 1) verfügbaren Cons tauten 
— da eine von ihnen durch Division auf den Werth Eins 
gebracht werden kann — Wenfalls die Bedingung, dass die 
2 (Ar— 1) höchsten Potenzen der Unbekannten in der Ent- 
wickelung des Ausdrucks verschwinden oder dass derselbe 
vom Grade (» + Ar— 2) auf den Grad («—Ar) sich reduciert. 
Man schliesst daraus, dass jede Function Äjt, welche 

in der Form 

AV---BU 

ausdrückbar ist, in welcher A und B respective 
von den Graden (Ar— 1) und (Ar— 2) in x sind, ent- 
weder mit dem entsprechenden Stürmischen Reste 
identisch oder nur durch einen constanten Factor 
von demselben verschieden ist.*) 

*) Vergl. G. Salmon, „Lessons introductory to the modern higher 
Algebra." Dublin. 1859. 
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Wenn nun in Gliedern der Wurzeln 

^O ^t7 ^37 • • • *^« 

ausgedrückt die Function selbst und die erste Derivierte 
derselben in den Formen 

(a?— «,) (a?— «,) . . . (ar— «„), 

respective sich darstellen, so lässt sich zeigen, dajss die 
Ausdrücke 

-S(«i — ««)* («2— «3)' («s— ai)'(^— «4) • • .; 
etc.; 

in welchen die jedesmalige Summierung sich auf alle gleich- 
artigen Producte bezieht, deren jedes aus k von den bino- 
mischen Factoren der Function und dem Product der Qua- 
drate sämmtlicher Differenzen aller der Wurzeln besteht, 
welche in diesen Factoren nicht enthalten sind, von den 
entsprechenden Stürmischen Resten nur durch 
positive constante Factoren verschieden sind. 

Zum Beweis dessen hat man für jene Ausdrücke die 
Form 

AV -^ BU 
und die Uebereinstimmung der Grade von Ä und B, als 
Functionen von x betrachtet, mit den nach den vorigen Er- 
örterungen den Stürmischen Functionen entsprechenden 
Graden nachzuweisen. Was zimächst jene allgemeine Form 
betrifft, so hat man beispielsweise für den Ausdruck 

i: (cc^ — a^y (a2"-"«3)^ («3— «i)* (^ — «4) (^— «s) • • • 
von der Form 

AV'-'BU, 
mit A als vom ersten, B als vom zweiten Gi;ade in ar, zur 
Bestimmung von A die Substitution 

j? = «, 
zu machen, als für welche derselbe in 

^ (f^i—cc^y («2 —«3)' («8— «i)' («1— «4) («I— «o . . . 

übergeht, während U identisch verschwindet und V auf das 
eine Glied, welches den Factor (ar— cu,) nicht enthält, d. i. auf 

(«1— «2) («i — as) («1— «4) . . . 
sich reduciert; man erhält dadurch 
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und da jede analoge Voraussetzung über x ein entsprechen- 
des Resultat giebt, so erkennt man A als die symmetrische 
Function 

-SC«» — «a)' (^— of«) (a?— «3). 

In gleicher Weise gehen im allgemeinen Fall in die 
Glieder der symmetrischen Function, welche den Coefficien- 
ten A vertritt, (ä— 1) der binomischen Factoren der Original- 
gleichung ein und sind multipliciert mit dem Producte der 
Quadrate der Differenzen aller der Wurzeln, welche in 
jenen Factoren enthalten sind. 

Ohne bei der Bestimmung des Coefficienten B zu ver- 
weilen, kann man nun sofort die Gleichung 

= 2?(a, — «2)' (^-"«i) (^""«2) • -2?(iP— «g) (x — «3) ... 

+ («1^+^) (^— «i) (^—«2) .-., 
in welcher B in seiner allgemeinen unbestimmten Gestalt 

als eine Function des ersten Grades in x belassen ist, als eine 
Identität erweisen ; dann da eine Gleichung von bestimmtem 
Grade nur ebenso viele Wurzeln haben kann, als dieser 
Grad Einheiten enthält, so muss eine Gleichung durch jeden 
Werth der Unbekannten erfüllt werden, d. h. eine Identität 
sein, sobald ihr durch eine die Zahl der Einheiten ihres 
Grades übersteigende Anzahl von Werthen derselben genügt 
wird. Die eben geschriebene Gleichung ist aber vom Grade 
(« + 1) und wird doch von (n + 2) Werthen der Unbekann- 
ten, nämlich von den n Wurzelwerthen der Originalgleichung . 

X —— Ofi, X—^CC^y ... X — Clji . 

und von zwei durch die Unbestimmtheit der Coefficienten 
a, und 61 willkürlich wählbaren Werthen, erfüllt; also ist 
sie eine Identität. 

Dasselbe Raissonnement gilt für den allgemeinen Fall; 
die dann erhaltene entsprechende Gleichung ist vom Grade 
{n + k—\) und wird erfüllt durch die w Werthe der Wurzeln 
der Originalgleichung 

und überdiess durch k willkürlich wählbare Werthe, da man 
über k Constanten in dem allgemeinen Ausdruck von B als 
einer Function (Ä—l)^^" Grades verfügen kann; sie ist also 
auch eine Identität und die wesentliche Form der Sturm'- 
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sehen Reste für die von Sylvester gegebenen Functionen 
damit erwiesen. 

Es bleibt übrig, die constanten Factoren zu bestimmen, 
durch welche sich dieLetzteren von den Ersteren unterscheiden. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnung 

für die Stürmischen Reste mögen die entsprechenden Sy 1- 
V est er 'sehen Functionen durch 

■*£» -'s; • • • 

bezeichnet werden und man setze 

i, = A2 «2^ 

■'s ^^ *3 "-zy 

etc. , 
so dass die Grössen 

^27 ^89 • • • 

ZU bestimmen bleiben. 

Die erste derselben lässt sich durch unmittelbare Ver- 
gleichung der Coefficienten der höchsten Potenzen von x auf 
beiden Seiten der Identität 

it {Ot v-io = h Rz = T^ = A y-Bf U 

bestimmen; denn da x^ in T^ nicht enthalten ist, während 
es in dem Producte A^V aus nx^-^ in V und nx in A^ d.i. 
2?(jr— «,) sich zusammensetzt zu n*j?", so hat man noth- 
wendig 

und damit nach dem vorderen Theile der Identitätenreihe 

Aj = n*. 

Man vollzieht sodann die allgemeine Bestimmung von 

kk durch folgende Schlüsse: 

Es ist 

X,,.Ru = T,,=:Au. V^Bu . (/•, 

da nun für den Fall der Stürmischen Reste bewiesen ist, 
dass 

Ak . Äjt+i — Aic+i » Bk= 1 , 
so erhält man als Werth desselben Ausdrucks für die Syl- 
vester' sehen Functionen 

Aus den Gleichungen 

Tic =^it 'V-Bk .U, 
Tk-^x = Aft^i . V — Bifj^i . U 
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erhält man aber 

Ak-^^ . Tk -— Ak . 7^4-1 = {Ak . Bfc^i — ^jt+i > ßk) U 

und erkennt durch Vergleichung der Coefficienten der höch- 
sten Potenzen von x auf beiden Seiten dieser Gleichung, in 
welcher das Glied 

Ak . 7^4-1 
diese höchste Potenz überhaupt nicht enthält, dass das Pro- 
duct der leitenden Coefficienten von A^^i und Tk mit 

übereinstimmen muss. Wenn man nun set^t 



£ («1— Off)* («1— «s)* («1— «*)* • • • (an-l—an*)' = Pn; 

so ergiebt sich durch Ansicht der früher gegebenen Aus- 
drücke der Sylvester'schen Functionen und der Werthe 
der Coefficienten A die Reihe der leitenden Coefficienten in 
'w 's? '4} ötc. 

Pty Pz} Pi, etc. 
und in A,^^ A^, A^y etc. entsprechend 

«^ P2y Pzj etc. 
Nach der vorher aufgestellten Relation für das Product 
der leitenden Coefficienten in ^jt+i und Tk hat man daher 
die Folge der Gleichungen 



und somit durch 



die ferneren Werthe der constanten Coefficienten 



/*.• = 


- *«^3J 


ft' = 


" ^8 *4J 


P4' = 


= ^4 ^5? 


etc. 




^^ ^^ W% t. 




conj 


stante] 


K- 
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A.= 



etc. 



n'pr 



Man ersieht darauS; dass diese constantenCoeffi- 
cienten, welche die Sylvester'schen Functionen 
von den Stürmischen Resten unterscheiden, we- 
sentlich positiv sind, igid dass man daher bei der An- 
wendung des Stürmischen Theorems auf die Untersuchung 
der Wurzeln einer Gleichung, als bei welcher es nur auf die 
Vorzeichenfolgen und Vorzeichenwechsel ankommt, von den- 
selben ganz absehen, d. i. die Sylvester 'sehen an Stelle 
der Stürmischen Functionen benutzen kann. 

Für den wichtigsten ihrer practischen Zielpunkte, nämlich 
für die Bestimmung der Anzahl der imaginären Wurzelpaare 
und der Zahl der reellen Wurzeln einer ißleiehung, nimmt da- 
mit die ganze Untersuchung eine ungemein einfache Ausdrucks- 
form an; denn da man für dieselbe nur die Bestimmung der 
Coefficienten der höchsten Potenzen von x in den Stürmischen 
Functionen zu vollziehen und die Zahl der Zeichenwechsel in 
diesen zu bestimmen hat, als mit welcher dieZahl derPaare 
imaginär erWurzeln übereinstimmt, so wird diese letztere 
Zahl durch die Zahl der Zeichenwechsel in den lei- 
tenden Coefficienten der entsprechenden Sylvester'- 
schen Functionen unmittelbar bestimmt. Dieseleiten- 
den Coefficienten sind aber zu den beiden, welche den Functio- 
nen U und V angehören, 

1 und n, 
die folgenden 

^ («1— at)'^ ^ is^r-^iy («2— «s)* («8— «0*, etc. 
d. i. nach den Entwickelungen des Art. 10. über die symmetri- 
schen Functionen der Quadrate der Wurzeldijfferenzen 





*0J *J > *« 


9 


*1 J *2 J *S 




*2) hl *4 



*0 9 *1 ? *2 9 *S 

*1 9 *2 9 *8 9 *4 

*2 9 *8 9 *49 *5 

*89 *4 9 *5 9 *6 



etc. 



Der Letzte derselben ist die Discriminante der vorgelegten 
Gleichung.*) 



'<■ 



*) Vargl. oben Art. 10, p. 79. 
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Da man endlich die Summen der gleichen Potenzen der 
Wurzeln in Gliedern der Coefficienten der Gleichung auszu- 
drücken weiss, so kann man, ohne die Determinantenform zu 
verlassen, eben diese Coefficienten der Gleichung zur Ent- 
scheidung der erörterten Frage selbst verwenden, so dass die- 
selbe in allgemeinster Weise gelöst ist. Man hat — mit der Vor- 
aussetzung «0=1 — 



5o=:n, 



«1, Sf 



*0 ' .*! "T ^1 *o 

*i9 *t"r^i *i 



n , (n — 1) «1 



*0 9 *l 9 *2 



1,0,0,0 



2 a, 



1 , fli 

0, So 



, s, + a,So 



» «8 

«09 «l+«l*09 «t + öi«| +öt«09 «8 + «|52+öt«| +«3«0 
«n »2+01*19 »8 + öl»2+Ö2»l9 »4 + öl»8 + Ö2«2 + Ö8«l 



d. i. wegen 

n = «0, (»—1) «1 =»1 + öi»09 
(«— 2)a,=»,+a,Si + at»o9 («— 3)ö8=«8+«i»2+ö2»i+ö8»o9 etc. 



*0 9 *1 9 *2 
*M «2 9 *8 
*2 9 *8 9 *4 



1 , ö| » «2 9 «8 

, w. ? (n — 1) «1 , (« — 2) «2 



etc. 



n, (w — 1)«], (w — ^2)aj, (n — 3) «8 
«,, 2a, , Sfls , 4^4 

Ganz dasselbe Verfahren führt im allgemeinen Falle zum 
Ziel, als in welchem man die Determinante f*'*^" Grades 

*0 9 *1 9 *2 9 • • • *n— 1 

*1 ? *2 9 *8 9 • • ■• »n 
H 9 *8 9 *4 9 • • • *n+l 

in die ihr gleiche Determinante 2 (w— 1)'^ Grades 

1,0,0,0,. . .0 
0,1,0,0,. . .0 
0,0,1,0,. . .0 

. a . • . • 

. . . . • . 

, , , So, «M . s«-i 
, Sq, Sj, «2 9 • *« 

*0 9 *M *2 9 «3 9 • ^/»+1 

« . ■ 

^ 9 *0 9 *19 - • • • *2it— 4 
«09 *1 > «2 9 • • • • *2n— 3 
5| , $2 , 5] , . . . • Ä2n— 2 
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verwandelt und die obigen bekannten Eelationen zwischen den 
Coefficienten der Gleichung und den Suramen gleicher Poten- 
zen ihrer Wurzeln zu ihrer Umformung verwendbar macht, 
indem man zu ihrer zweiten Verticalreihe die mit a^ multipli- 
cierten entsprechenden Glieder der ersten, zur dritten die mit 
ö, multiplicierten der zweiten und die mit a^ multiplicierten 
der ersten, zur vierten die mit 0, multiplicierten der dritten, 
die mit «2 multiplicierten der zweiten und die mit a, multipli- 
cierten der ersten hinzuaddiert, etc. Man erhält 



, . • . 5^—1 



S, 



29 



• • • » 



n 



^n—\-> *n9 • • • ^2»— 2 



1, 


a, 


9 


Ö2 


9 


0, 


1 


9 


«t 


9 


0, 





? 


1 


9 






0, n , (w — l)a„ (n — 2)^29 
w, (n — l)a,, (n — 2)02? (w — 3)as, 
a„ 202 9 3ös , 4^4 , 



12. 

Wenn man die Gleichung 

j?" +a, ar"""^ + «2 iP'*~^+ . . . +ö«- 1 ar + tf„ = 
mit den bekannten Relationen*) 

S;,-J-1+«,S„ +a2S«-l+-. +««-lS2 + «nS|=:0, 



*2»-l + öiS2»— 2 + Ö2*2«-3+».- +Ä|i-l«n+önÄ«~l =0 

combiniert; so gehen einfach durch die Elimination der Coet- 
ficienten 



®l ^ ^2 ; ^8 • • • ®n 



aus ihnen Functionen hervor, welche die characte- 
ristischen Eigenschaften der Stürmischen und 
Sylvester'schen Functionen gleichfalls besitzen; 
man erhält 



*) Vergl. die Amnerkung zu Art. ö, p. 44, 
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*« ^ *« — 1 f *«— 2 ^ • • - *l ^ *o 



= 0. 



Addiert man hier zu den Gliedern jeder Verticalreihe 
das Product des entsprechenden GUedes der nächstfolgenden 
Reihe mit — ar, so erhält man die neue gleichwerthige Form 
dieser Determinante 

' . . . 



«2«— 1 — ^ S2«-2; «2n-2 — ^ *2«--3; • • • «n — ^ ««— 1 

welche durch das Symbol F„ abkürzend bezeichnet werden 
mag, in dem Sinne, dass die Function V^ durch die analog 
gebildete Determinante 



SJq ~~"**^"it— 1* • • • 0| """•!? Sy 



«it4-l — ^ 



»• ^"~ •/F ö| 



«2Ä-1 — ^«2t-2; ...Sjt — ^S)fc-1 

definiert wird. Alsdann besitzen die Functionen 

die characteristische Eigenschaft der Stürmischen oder 
Sylvester 'sehen Fimctionen, nach welcher für irgend einen 
Werth von x, welcher die Function V^ auf Null reduciert, 
die Functionen Vk^i, Vk-~i entgegengesetzte Vorzeichen an- 
nehmen. Denn es ist eine allgemeine Eigenschaft der De 
terminanten, dass aus den Relationen 

d.F^+i ^ rf'.n^., 



Vk^ 



Vlc-i-= 



welche hier erfüllt sind (indem man durch 
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die Partialdeterminante bezeichnet, welche aus V/^^i hervor- 
geht, indem man die Reihe und Zeile in derselben unter- 
drückt, welchen das Element 

angehört, und ebenso durch 

d' . V,+i 

d(sjt— ^sä-i) . d(sic^i'-'XSfc) 
diejenige, welche aus derselben ursprünglichen Determinante 
durch Unterdrückung der beiden Reihen und Zeilen hervor- 
geht, denen die Elemente 

(sk—xsk-i) und (sk^i--xsk) 
angehören), sich ergiebt 

^ d{sit—x Sf^i) La (5jt-i — ^ S/t-2) J 

so dass für ein verschwindendes V^ das Product K^-j-i . Fit_i 
wesentlich negativ ist, als Ausdruck der vorbezeichneten 
characteristischen Eigenschaft. 

Man ersieht aus der ursprünglichen Form der betrach- 
teten Determinanten sehr deutlich, wie die Determinan- 
ten der Potenzensummen der Wurzeln als Coef- 
ficienten der höchsten Potenzen der Veränder- 
lichen in den Functionen Vk durch ihre Zeichen- 
wechsel über die Zahl der reellen und imaginären 
Wurzeln entscheiden müssen. 

-Aber auch die vollständigen Functionen von 
Sturm selbst lassen sich durch ziemlich einfache Mittel 
in der Form von Determinanten oder entwickelt 
darstellen. **) 

Sei £^=:a?» + ajiF«-i+a2a:«-2^,.. +^„ = 0, 

V die Derivierte des Polynoms U nach x, bezeich- 
nen Rty R^j etc. wie vorher die Stürmischen Reste, so dass 
wie früher 

Äjt = Pjt-1 Ä*— 1 — Äjt-2 

oder 



*) Vergl. F. Brioschi, „Theorie des Determinants par E. CoiU' 
bescnre," p. 13, Gleichung 14). 

**) Vorgl. Brioichi in „Nouvelles Annales de Math.**, t. XIII, p. 73. 

Fiedler, neuere Geometrie u. Algebra. 7 
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R^^zVN^ — UZi^ R^^VN^—UZ^, , . . Rfc=V Nj,^x — UZk^i, 
und 

Zk-l . JSk-2—Zfg-2 . iV^_i = 1 

ist, wenn 

^ ^ Z3 Zfc^i 

die aufeinanderfolgenden Näherungswerthe des Ketten- 
bruches 



Cfa"" • • • 

bezeichnen. 

Substituiert man eine der Wurzeln der Gleichung f/=0, 
z. B. a,-, in die Identität 

so erhalte man 

und hat nach den bekannten Gesetzen der Zerlegung in 
Brüche einerseits 

M^) ^ ^ Rk (ccj) ^ ^ iV^~-i(«,) 
(7 (a? — a,) F(a,) o? — or,- ' 

anderseits 






WO 'C)t der Coefficient von a?"-^ in der Function RkQr) ist, 
und die Summierung sich überall auf sämmtliche Wurzeln 
der Gleichung erstreckt. Wegen 

V{ai) 
geben diese letzteren Formeln die Reihe der Gleichungen 

Setzt man nun 

Nk-\ (ai) == c/t_i a*-^ + c/c-2 a*""^ + . . . + ^i « + Cq , 
wo wegen 

und nach der vorigen Bedeutung von C^ 

C/t-i . C)t— 1 = 1 
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ist^ so hat man mit Beibehaltung des Symbols Sr für die Summe 
der r*^ Potenzen der Wurzeln das System der Gleichungen 

^0^0+^1 «I + • • • + Cjt-lÄJb-l = 0, 






und wenn 



P^ = 



o; 



1 ; 



s. 



2; 



. Sic 



Sk-1 , «Ä , . . . «21t— 2 

gesetzt wird; durch Auflösung desselben 

Ck d.Pk 



''-Pk'dsU 



Ck d.Pk 



^1 — n • j- ; • • 



Pk * d«Jt 
Ci rf . Pk 

Ck-\ = 5- • -T- ; 

Pk dS2/e^2 

indem man wie vorher durch 

d^Pk 
dsj 

die durch das Verschwinden des Elements sj und seiner 
Zeile und Reihe aus der Determinante Pk hervorgehende 
Partialdeterminante bezeichnet. Alsdann ergiebt die Relation 

Nk-i (cti) = Ck-i a*-^ + cit-2a*~^+ . • • +c, ä+Cq 
die Gleichung 

Pk \ dS2k-2 dS2k-3 dSk dSk^J 

und somit 

Ck d.Pk 1 



d. i. 



und weil 



Pk' dS2k^2 ^Jt-l' 

Ck ^^^ ^~~- • —— ^ 
Cjt-i Pk-i 



7* 
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\Pi . Fj . . . Pk—u XPz . P4 . . . Pk—u 

je nachdem Ar gerade oder ungerade ist. 

Man sieht daraus^ dass sowohl diese Coefficienten C^ 
als die Nenner der successiven Näherungswerthe iV mittelst 
der Coefficienten der Gleichung selbst ausgedrückt werden 
können. Sodann gelangt man leicht zur analogen Entwicke- 
lung der Sturm-schen Reste von der Formel aus 



Rk{p) 


^^it-lW 




u 


0? — «,- 


Denn indem man setzt 




«.'• ^ «/ ^ «r,-- ^ ^ «»•• 

X — a, X — «2 ^ — ^3 ^ — '^n 


hat man 






»0 


y S^ ; • • • *A— 1 






»1 


; *2 ? *it 




Pk Rk 


• 


• • 


« 


Ck'V 


• 


• • 
9 m 


• 




«*-3 


\y Sjb— 1, S2Jt-3 






% 


; ^\ } H-\ 





= 0, 



Aber dieselben Voraussetzungen geben 



•s,_i und %'=-jj, 



f>i=^XVi^\' 

also durch successive Substitutionen 

oder 

— £/{wa?'-i + (n — 1) a, ir»-2 + . . . + (/j— , + 1) ff,._i |. 
Man hat z. B. für /r = 4 






Sjj ^3^ S47 55 
%? «'l; ^2J «'s 



VF, pj • 



1, 0, 0; 0, 

*o; ^1? *2^ ^3; ^4 



>i; *2; ^zy *4> 



Sr. 



0, »0, «?, ; «?2, «?3 
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und durch eine analoge Umformung wie bei der Determi- 
nante des leitenden Coefficienten in dem Falle der Auf- 
suchimg der Zahl der Paare imaginärer Wurzeln und mit 
Beachtung der Gleichung a) 



«-(Ä)- 



a* 



0, n 



y {n — l)öi; (w — 2)02; iP' — 3)03 
Uy (n — l)«!; (n — 2) «2, (n — 8)03, (» — 4)04 
Uly 2^2 ^3^8 ^ ^^4 7 ^^5 



0, V 



Vi 



, ^3 



WO durch Fj , V^y F, die folgenden Ausdrücke bezeichnet sind : 
Fi=z(x + a^)V—nUy 
F2 = (a?*+a, a:+«2) ^ — \nx-^(n — l)ai} U, 

Dieselbe Umformung kann auf die Bestimmung jedes 
anderen unter den Stürmischen Resten angewandt werden. 
Mit Hilfe der abkürzenden Symbole 

r = («0, «1 , «2; • • • ««-1$^; 1)'*"'S 
W=(aiy 02, «3; • • • ön$^, 1)""^ 

hat Cayley*) die Reihe Stürmischer Functionen allge- 
mein in folgender Form gegeben 

Uy V, 



Vy W 



Uq, Ol 



+ 






XV y V 

(w — 2)!a2; (» — O^u 

yXV y V 

,0 ,0 



xW 



, W 

y 

(« — 1) a^ y Ol 

(n — 2)!a3, («— 1)02 



, a:«iy , xW 

; «1 ,0 

, (n-l)a2y «1 








(n-2)!a2j («-l)»i ; «0 ; (w-2)!a3, (n^l)««; «1 

(n-3)!a3, (»-2)!ö2; (»-l)«! , (n-Z)la^, (n-2)\as, (w-l)a2 
(»-4)!a4, (n-3)!ö3, (n-2)!ff2, (n^)!«5; («^ä)!«^, (w-2)a3 
etc., wo wir überdiess durch die Bezeichnung 

(n^k) ! 

die Grösse 



*) „Philosophical Transactions ," Vol. 147, 1857, p. 733. 
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(n— l)(n — 2) ... (n-'k) 

1 . 2 • . . n 

abkürzend vertreten haben. 

Ihre entwickelten Ausdrücke sind für die Glei- 
chung des zweiten Grades 

für die des dritten Grades 

(«0, 3ai, 3<ijj, ög^^jr, 1)^; 

(«0, 2 a,; »a^^a:, 1)*; 

(2(ff,»— ao«2)^ («i«2— öo«s)5^;l); 

für die des vierten Grades 

(Oq ; «1 , «2 , «3 7 «4$^^ 1)* = 

(«0, 4«!, Ößj, 4ff8, «4$^;iy5 
(«0, 301, 3ff2,a35ir, !)'•, 

(3 (a,* — öo«2) + 3 («1 «2 — fl^0«8) + 3(öl fl^3 — «0«4!i[^; 0* 7 
3 ((3 «0* «3* — «0*^2 ö 1+ «0«l'«4— ^4«o ÖJ «2 «3+ ^ «0 «2*+ 8«l'ö3 ^ ö«!* «2*)^ 

(ffo'iiga^ — 4ffoöia2a4— «0«! Ö8*+3«o«2*«3+3ffi'«4"'2^i'^^3)31^j 1) ; 

V «4* — 12 «0* «1 «3 «4* — 18 «0* «2* «i* + 54 «0* «2 «3* «4 ~ 27 «0* «3* 

+ 54firo a,* «2 «4^ — 6^0 ®i* ^3* *'^4 — ISOöo a, a^a^a^ + lOSa^ai «2^3* 
+ 81 «0 Ö2* Ö4 "" 54 «0 «2^ «3* — lla^a^ + 108 0,* a^ a^ a^'—^a^a^ 
— 54 a,* «2' Ö4 + 3Ö «1* «2* ^3*' *) 

III. Heber die ResiltaDte ind die semeinscIiaftlidieB Wvneln t«d 

iwei GleichiDsen. 

13. 

Man nennt das Resultat der Elimination von 
«Veränderlichen zwischen m homogenen Glei- 
chungen die Resultante**) dieser Gleichungen 



*) Am angeführten Orte sind sie noch für die allgemeine Gleichung 
des 5. Grades gegeben. 

**) Die Bezeichnung Resultante hat zuerst Bezout auf das Resultat 
der Elimination zwischen n homogenen linearen Gleichungen mit »Yer- 
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und kann, wie auch im Allgemeinen , so besonders für bi- 
näre Formen, die hier allein in Betracht kommen, die Be- 
stimmung der Resultante an die Theorie der symmetrischen 
Functionen anknüpfen. Denn die Resultante zweier Glei- 
chungen hat den Werth Null, wenn dieselben eine gemein- 
same Wurzel besitzen; in Folge dessen muss das Product 
aller der Substitutionsresultate, welche man erhält, indem 
man die Wurzeln der ersten Gleichung an die Stelle der 
Unbekannten in die zweite Gleichung substituiert, noth wen- 
dig Null sein. Da diess Product aber offenbar eine sym- 
metrische Function der Wurzeln der ersten Gleichung ist, 
so kann es in Function der Coefficienten derselben ausge- 
drückt werden und liefert alsdann die verlangte Resultante. 
Werden die Gleichungen allgemein in der Form 

a^x'' + ai'x''-^y + a2X''-'^y' + .,. +a„'2^« = 
angenommen und ihre Wurzeln respective durch 

und 

f f 

bezeichnet, so ist die Resultante nothwendig das Product 
aus n Folgen von je m binomischen Factoren 

{cim—CCi) («1— «aO • • • («w— «O • • • («1— ««') («2— «n') . . . («».— «n')- 

Für zwei Gleichungen zweiten Grades liefert die unmittel- 
bare Substitution nach dem oben angegebenen Verfahren direct 
die Resultante , welche in Art. 2 nach ihrer Bedeutung für die 
Theorie der Elementargebilde erörtert worden ist. 
Wenn für 

«0 a?* + a^x y + a, y* = 0, 
«qV + a^'xy + «jV = 

die Wurzeln der ersten Gleichung durch «j , a» bezeichnet wer- 
den, so liefert die Multiplication der Resultate, welche durch 
ihre Substitution an Stelle der Unbekannten in die zweite ent- 
stehen, das Product 



änderlichen angewandt; 72=0 ist dann der verschwindende gemeinschaft- 
liche Nenner der Werthe der Unbekannten, die Determinante der Coef- 
ficienten des Systems. Vergl. Art. 6, p. 46. 
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d. i. 

+ aiV («,+«,) + </,'*, 
Homit wegen 

«i + a2 = — — ; aia2 = — 

öo'*«t* , «l'*«2 «'o'«!'«! ^2 , r » /«l* ,. «2\ ö, tfj'öl , ^ '2 
«0 «0 «0 W «0/ «0 

oder 
d. i. 

wie im Artikel 2. 

Man überzeugt sich leicht; dass es dabei ganz auf 
dasselbe hinauskommt, ob man die Substitution der Wurzel- 
werthe der ersten Gleichung in die zweite oder die der 
Wurzelwerthe der zweiten Gleichung in die erste vollzieht. 
Man erhält in dem einen, wie im anderen Falle — und diess 
gilt ganz allgemein für die Gleichungen des m^^** und m^^" 
Grades — in dem Product der Substitutionsresultate das 
Product sämmtlicher DiflFerenzen der Wurzeln der einen 
Gleichimg mit den Wurzeln der anderen Gleichung , welches 
der Resultante gleich ist. 

Man erkennt auch daraus, dass die Resultante 
zweier Gleichungen des m^^** und «'*'* Grades in den 
Coefficienten derselben homogen und vom n'^'* 
Grade in den Coefficienten der ersten, vom m^^" 
Grade in den Coefficienten der zweiten Glei- 
chung ist. 

Die Uebersicht des gewählten einfachen Beispiels zeigt, 
dass die Sunmie der Indices in jedem Gliede der gefunde- 
nen Resultante die nämliche und = 4 ist, und man darf nach 
den Betrachtungen des Artikels 7 erwarten, darin eine all- 
gemeine Eigenschaft der Resultante zu finden, da dieselbe 
eine symmetrische Function der Wurzeln der betrachteten 
Gleichungen ist. Es ist in der That sehr leicht, den Nach- 
weis derselben für die allgemeinen Gleichungen des m^^"* und 
ä'^" Grades zu führen. Denn, da die Resultante das Pro- 
duct sämmtlicher m n DiflFerenzen ist , die man aus den Wur- 
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zeln der einen und denen der anderen Gleichung bilden 
kann, so wird sie mit c"*" multiplieiert , wenn jede der 
Wurzeln 



» t I 



mit dem constanten Factor c multipliciert ist. Damit' diess 
aber geschehe , müssen in den Coefficienten der Gleichungen 

und ebenso in 

ff i 

^0 ? ^1 ; • • • ^n 

nach ihrer Natur als symmetrische Functionen der Wurzeln 
(Art. 6) die Factoren 

/%0 g%\ gjt gMl /»fl 

respective hinzutreten, Factoren also, deren Exponenten 
respective mit den Indices der Coefficienten, zu welchen sie 
treten, identisch sind. Die Resultante der beiden Gleichun- 
gen wird also mit c"^^ multipliciert, indem zu jedem ihrer 
Glieder eine Potenz von c als Factor tritt, deren Exponent 
mit der Summe der Indices des Gliedes übereinstimmt; diese 
Summe muss also constant und =mn, d.i. gleich dem Pro- 
duct der Grade beider Gleichungen sein, oder nach der 
Ausdrucksweise des Artikels 7, das Gewicht einesjeden 
Gliedes der Resultante zweier Gleichungen als 
Function ihrer Coefficienten ist dem Product 
ihrer Grade gleich. 

Man kann nach diesen allgemeinen Gesetzen in je- 
dem gegebenen Falle die litterale Form der Resultante 
entwickelt darstellen. Für den Fall m:=n schliesst man 
aus der Natur der Resultante als Product aller Wurzel- 
differenzen auch auf die Gleichheit der numerischen Coeffi- 
cienten derjenigen ihrer Glieder, welche das eine aus dem 
anderen durch Vertauschung der Coefficienten der einen 
Gleichung mit den entsprechenden der anderen oder durch 
Vertauschung der Coefficienten jeder Gleichung mit den von 
dem Mittelgliede derselben gleichweit entfernten Coefficien- 
ten der nämlichen Gleichung hervorgehen; wie es der spe- 
cielle Fall der Gleichungen des zweiten Grades bestätigt, 
wenn man die entwickelte Gestalt der Resultante vergleicht. 
Die Vorzeichen solcher Glieder sind gleich oder entgegen- 
gesetzt, jenachdem die Gleichimgen von einem geraden oder 
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ungeraden Grade sind. Für zwei Gleichungen zweiten Gra- 
des erhält man daraus die allgemeine Form der Resultante 
A («0* «Tj'« + öTq'* a^) + B («o Ä, fli'flr2'+ «o'«^/«^! «^2) 

+ C(öo «1 «l'' + «^o'«! «!*) + ^ »0 «2 «0' «2'- 

Nach den aus der Theorie der symmetrischen Functio- 
nen gegebenen Entwickelungen muss erwartet werden , d a s s 
die Resultanten der Gleichungen in der Form von 
Determinanten ihrer Coefficienten erhalten wer- 
den können. Diess wird in verschiedener Weise bequem 
geleistet durch die von Euler und B^zout gegebenen Eli- 
minations- Methoden, besonders in den Modificationen , die 
denselben durch Sylvester, Cayley und Hesse zu Theil 
geworden sind. 

In der That, — nach dem Grundgedanken derMetho de 
von Euler — , wenn zwei Gleichungen einen gemeinschaft- 
lichen binomischen Factor besitzen, wie es die Resultante 
Null fordert, so muss dasselbe Resultat erhalten werden , ob 
man die erste Gleichung mit den übrig bleibenden («— l) 
Factoren der zweiten, oder die zweite mit den übrigen 
(w— 1) Factoren der ersten multipliciert; jene bilden eine 
vollständige homogene Gleichung (w— l)^®'* Grades mit neuen 
Coefficienten 

diese eine solche (m— !)*''''* Grades mit den Coefficienten 

und die nothwendige Identität der Multiplications - Resultate 
liefert mn lineare Bedingungsgleichungen zwischen den Coef- 
ficienten 

Ä A ' A' A' 

aus denen diese nach der Cr am er 'sehen Regel eliminiert 
werden können; das Ergebniss ist die Resultante in Deter- 
minantenform. 

Man erhält so für den Fall 

durch Multiplication mit 

respective 

und die Bedingungen 
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^o^'^o 



— Ala^^ ^ =0, 

-^1^2 — Ai a^ =0f 

also nach der Gramer' sehen Regel die Resultante in der Form 



«l; «o; «/> ^o[ 
a,, «1, «2', «1' 







«2; 0, 



a. 



=0, 



; "^2; "; '*2 

wie sie in Artikel 2 schon gegeben ward. 

Einfacher in der Anwendimg ist die dialytischeMe- 
thode Sylvester's, welclie darin besteht, dass die Glei- 
chung des w'^" Grades mit a?''~^, j?'*— ^ y^ ^^^.^ ^^^ ^j^ Glei- 
chung des n^^ Grades mit j?"*"^, or"*-'^ y, etc. multipliciert und 
aus den erhaltenen (»w+n) Gleichungen die (m+w) Grössen 

linear eliminiert werden. 

Auf die vorigen Gleichungen angewendet, erhält man 

Aq ar* + «1 ^' y + «2 ^ y* = Ö, 

\^^y + «1 a?y* + a, y' = 0, 
a/ jr' + «1 iP* y + «2'^ y* == Ö, 

«0'^ y + a/ j? y« + «r^V = 0, 

und dieselbe Determinante wie vorher durch die Elimination 
als Resultante. 

Dass diese Methode zu einem mit dem der 
Euler'schen ersten Methode identischen Resultate 
führt, lässt sich in folgender Art beweisen.*) 

Sind für y = l 



*) Borchardt, ,,Vergleichung zweier Formen der Eliminations- 
Resultante." „Journal f. d. r. u. a. Math.," "Bd. LVII, p. 183. 

Einen anderen Beweis gab Hesse, „H Determinante di Sylvester 
ed il Resultante di Eulero." „Annali di Matem. da Tortolini," Vol. II. 
1859, p. 5, und vorher in der kritischen Zeitschrift für Mathematik 
(1858, p. 483). Er geht von der Vergleichung der Sylvester 'sehen 
Resultante mit der Determinante der Summen gleicher Potenzen der 
Wurzeln aus, welche als das Product der Quadrate aller Differenzen 
der Wurzeln bekannt ist. 
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die beiden Gleichungen, so ist nach der ersten Euler 'sehen 
Methode die Resultante 

wenn man durch P das Product aller Differenzen bezeichnet, 
welche je aus einer Wurzel der ersten und einer Wurzel 
der zweiten Gleichung sich bilden lassen*, und es sind für 
R demnach und, wie bekannt, auch die beiden Ausdrücke 
statthaft 

= Oq*^ g> («/) q> («,') ...q) (of„'). 

Bezeichnet man nun mit 

Tli^tn das alternierende Differenzenproduct 

(«2— «i) («3 — «0 («4— «0 • • • («" — a«.-0» 

mit 

IZ't,n ebenso das analog gebildete 

und mit D die Determinante (m +«)'*»' Ordnung 

1 f Uj ) "2 ) * * * "^2 



1, «,, V, . . . «,'»+»-> 
1, «,, «,«, ... «,"•+"-• 



d. i. das alternierende Differenzenproduct aller der Grössen 

^1 » ^%t • • • ? ^n ? ^1 j ^2 J ' • • ^«« ? 

so hat man 

Z> = (-l)'»»i7,,^.17',,„.F. 

Nach der zweiten Euler' sehen oder Sylvester's dia- 
lytischer Methode erhält man als Resultante die Determi- 
nante (m-^ny^^ Ordnung 
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T= 



, ttfn j • • • ^1 ? ^0 » ^ » • • • 








0,0 , . . . 


• • • 


, «WM «m— 1 j • . • «0 


f * 

^n ) ® fi— b • • • 


• • • 


«1» «0 » ö , . . . 


, öfi 1 • • • 


• • • 


1 } , • • • U 



# / 



0, 0, . . . 0, a„ , «n-i, . • • 



«ii 



als in welcher die 1., 2., . . . (n— 1/^ n^% (»+1^'' und (m+n— ly^ 
Linie von Elementen angedeutet worden sind. 

Man erkennt alsdann die Identität von R und T, indem 
man die beiden Determinanten D und T nach der gewöhn- 
lichen Regel multipliciert 5 denn diese Multiplication ergiebt 

g)(a/), of,Xa,'),...at'« V(«iO» ^ » ^ v 



i).r=: 



9>(«n), «nX«!»')»— «n" V(«n')> 0,0 ,... 

, ,... ,i^(ai), ai'«/'(ai)7...a,"*-^i^(a,) 











,... 
,... 



, i/^(«2) , «8 tf;(«2)v- cCfT-'^ !/;(«,) 



oder, wenn man für die Determinante rechts ihren Werth 

setzt; 

i).T=ZTi,„.n^,„.g)(a/)9(a/)...g?(a„').i/;(a0.t(a,)...i/;(flfm) 

und somit wegen 

/>=(-i)'"".iii,„.iiV„.p, 

d. i. 

wodurch die Identität erwiesen ist. 
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14. 



Dagegen führt die B^zout-Cayley'sche Methode 
direct zu jener einfacheren Determinantenf orm , welcher die 
Resultante nach dem Beispiel derjenigen von zwei Glei- 
chungen zweiten Grades fähig ist; nämlich für diese, wie 
aus Artikel 2 zu ersehen, 



«0^2 — ^0 ®2 ? ^0^1 — ^0 ®1 



= 0. 



Diese Methode mag an zwei Gleichungen des fünften Grades 

aQX^ + aiX*y + az'x^y^+a3X^y^ + a^'x/+a^y:=0 

erläutert werden. Man multipliciert die erste Gleichung mit «„', 
die zweite mit a^ und bildet durch Subtraction und nachherige 
Division mit y die Gleichung 

(ao'öi — «0 «1 ') ^* + («o'«2 — «0 «2') 00^ y+ ««s — «0 «s') ^* y* 

+ (ao'«4 — «o«4')^»' + («o'a5--öo«5')y' = 0, 
welche durch Anwendung der abgekürzten Bezeichnung*) 

(«0«/), {%a^), etc. 
für die Determinanten 

3^0» «1 «0» «2 Pf.. 

a^o , «1 «0 ? «2 

die als Coefficienten in dieser Gleichung figurieren, in der Form 

(flo«/) x'^+ {a^a^) x^y+(a^a^) ir^y'^+K«/) xf+ K^s') y* = 
geschrieben werden kann. Auf dieselbe Weise liefert die Mul- 
tiplication der ersten Gleichung mit («o'.'*^+öi'y)» der zweiten 
mit (öQ^ + ^iy)? die Subtraction und nachherige Division mit 
y* die Gleichung 

(«002') a?*+ (K«s') + («i Ö2')) ^'y + ((«0 tf/) + («1 «/)) ^V 
+ ((«o«5') + («i Ö4'))^y^ + («i«5')y* = ^• 
Ebenso entspringt aus der Multiplication der Gleichungen re- 
spective mit 

{a^x^ + a^xy+a^f), {a^x^ + a^xy + a^y^), 

Subtraction und Division mit i^ die Gleichung 

(«oösO^H ((«0«4') +(«1 «s')) ^-C'y + ((«0«/) + («1 «4')+ K«3')) ^V 
+ ((«1 «5') + («2 «/)) ^ ^ + («2 Ö5') y* = 0, 

und die Fortsetzung der Operationen nach demselben Gesetze 
fügt den Vorigen noch die beiden Gleichungen 



*) Vergl. Sylvester, ,,0n a Theory of the Syzygetic Relations** etc. 
„Philofl. Trans." Vol. 143. (1853.) 



■■■*" 
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(öo«/) x^ + ((«o^s) + («1 0) ^^y+ ((«1 «/) + («2 «/)) ^V 
(fl'oO ^'*+ («1 ^'^y + («2 05') ^y + (03 «5') ^y^+ («405') y*=o. 

Aus den fünf so gebildeten Gleichungen lassen sieh aber 
die Grössen 

x\ x^y, x^y\ xy^, y^ 

linear eliminieren und man erhält die Resultante in der Form 

(«0«/), (öoöj') , («oflj') , {OqÜ^) , (öoO 

(r/oOj')» (öo«3')+(«lÖ2')» («0«4')+(«i«3') ' («0«5')+(öl«4')» («l^s') 

(^0«3'). (^'0Ö4')+(«1«3')» (''0''5')+(fll«4')+(«2«3')> («l^sO+CösO» («2«5') =0;. 
K«4')» KO+(«l«4'), (öl«5')+(fl'2«4')» (fl2«5')+(<?3«4')» («sO 

(«OÖ5')» («!%')» (<'2«5')» («3^5'). («4«5') 

eine Determinante fünften Grades in ihren Elementen, während 
die vorigen Methoden eine Determinante zehnten Grades liefern 
müssten. 

Dieselbe Methode überträgt sich ohne Schwierigkeit auf 
Gleichungen verschiedener Grade, wenn man beachtet, dass 
es immer nur darauf ankommt, durch Multiplicationen der 
angezeigten Art und Subtraction der Producte solche Glei- 
chungen in hinreichender Anzahl zu bekommen, aus denen 
man die Potenzen der Veränderlichen linear eliminieren 
kann. Für » > w erhält man »Gleichungen vom (« — l/*« 
Grade; in der Resultante selbst enthält jede Reihe die Co- 
efficienten der Gleichung vom niedem und nur m Reihen 
enthalten die Coefficienten der Gleichung vom hohem Grade, 
wie es nach dem allgemeinen Gesetze ihres Grades in den 
Coefficienten beider Gleichungen sein muss. Man kann die 
(w— f») Glieder, welche der Gleichung des niederen Grades 
gegen die des höheren fehlen, als mit dem Coefficienten 
Null behaftet einführen und nach dem allgemeinen Schema 
für Gleichungen desselben Grades verfahren. Eben diess 
aber fordert noch einige Bemerkungen, die zu einer völlig 
mechanischen Anwendung desselben führen können. 
Die Determinante , welche die Resultante darstellt, ist symme- 
trisch in Bezug auf die von oben links nach unten rechts , d. i. 
die dem Anfangsglied ihrer Entwickelung entsprechende Dia- 
gonale. Ihren Bau, sowie den der analogen Formen, welche 
anderen Graden entsprechen, übersieht man vielleicht noch 
besser, wenn man die Abkürzung des Ausdrucks für die 
ihre Elemente zusammensetzenden Determinanten zweiten 
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Grades noch dadurch erhöht, dasa man nur die Indices der 
in dieselben eintretenden CoefEcienten beibehält, also 

(0,1), (1,2) etc. statt "V "', , "',' "', etc. 

Man hat dann für die eben erlialteue Reaultante der Gflei- 
chungen fünften Grades die Geotalt 

(0,1), (0,2) , (0,3) , (0,4) , (0,5) I 

(0,2), (0,3)+(1.2), (0,4)+(l,3) , (0,5}+(I,4}, (1,5) 

(0,8), (0,4)+(l,3), (0,5)+(1.4)+(2,3), (!,5)+(2,4), (2,5) , 
(0,4), {0,ö)+(l,4), (l,5)+(2,4) , (2,5)+(3,4), (3,5) 

(0,B), (1,5) , (2,5) , (3,5) , (4,5) | 

und fttr die der Gleichungen sechsten Grades 
(0,1), (0,2) , (0,3) , (0,4) , (0,5) , (0,6) 

(0,2),(0,3)+(1,2),(0,4)+(I,3) ,(0,5)+(t,4) ,(0.ß)+(^5). (l.Ö) 

(0,3),(0,4)+(l,3UOT5)+(l.^)+(2.3).(0'e)+0.&)+(2,'»)>{l.8)+(3,5)".(2,«) 
(0,4),(0,5)+(l,4),(0,6)+(i,6)+(2,4),(l,6)+(2,ß)+(3,4),(2,fl)+(3,5),(3,6) 
(0,5),(0,ß)+(»-5).(l.'>)+(2,5) ,(2,ß)+(3,5) ,(3,6)+(4,5), (4,6) 

(0,6), (1,6) , (2,6) , (3,6) , (4,6) ,(5,6) 

etc. 
Man kann diese Determinante als durch con- 
centriache und parallele Uebereinanderachich- 
tung quadratischer Etagen aus einfachen Elemen- 
ten entstanden ansehen und gelangt dadurch zu einem 
höchst einfachen Bildungsgesetze. Die Resultante für 
den Fall n = 5 ist gebildet aus den drei Schichten 
(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5) 
(0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (1,5) 
(0,3), (0,4), (0,5), (1,5), (2,5) , 
(0,4), (0,5), (1,5), (2,5), (3,5) 
(0,6), (1.5), (2,5), (3,6), (4,5) 
(1,2), (1,3), (1,4) 
(1.3), (1.4), (2,4); 
(1,4), (2,4), (3,4) 

(2,3). 
In jeder derselben enthält die die Symmetrieachse der 
Resultante kreuzende Diagonale döV Schicht lauter gleiche 
Elemente, und zwar in der untersten 

. , . (»'")' 

m der zweiten 

(1, i^l), 



(2, »—2) etc., 



in der letzten ab 



1 gerades n, 



für ein ungerades n gesetzt ist. 

Damach ist die Bildung dieser Schichten völlig mecha- 
niscb zu gestalten; ihre Anzahl ist (*+!)• Für ein unge- 
rades n = 2h+^ besteht die oberste derselben, — wenn man 
das körperliehe Bild einer quadratischen Pyramide der 
Anschauung zu Grunde legt, — aus dem einfachen Elemente 

(ft,Ä+l), 
für «in gerades n=;2(A+l) aber aus dem Quadrat der vier 
Elemente 

(*, ft+1), (k, Ä+i) 

(fr, *+2), (Ä+1, *+a). 

Die Resultante für ^ = 6 besteht also ans den folgenden 
drei Schichten 

(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5) (0,6) 

(0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,8) (1,6) 

(0,3), (0,4), (0,5), (0,6), (1,6) (2,6) 

(0,4), (0,5), (0,6), (1,6), (2,6) (3,6) ' 

(0,5), (0,6), (1,6), (2,6), (3,6) (4,6) 

(0,6), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6) (5,6) 

. (1,2), (1,3), (1,4), (1,5) 

(1,3), (1,4), (1,5), (2,5) . 

(1,4), (1,5), (2,5), (3,5)' 

(1,5), (2,5), (3,5), (4,5) 

(2.3)> (2.4) . 
(2,4), (3,4) ' 

durch deren Uebereinanderschichtnng entsteht wieder die vor- 
her gegebene Form der Resultante. Man mag als eine andere 
Fassung des Vorbeigehenden anmerken , dass diese ver- 
schiedenen Schichten dem nKmlicben Bildungs- 

Fiadl«r, neuere Geciuelris u. Algubii. 8 
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gesetze angewandt auf verschiedene Gleichungen 
entsprechen; zuerst nämlich auf das System der Original- 
gleichungen, dann auf das System derjenigen Gleichungen, die 
aus ihnen hervorgehen, indem man in beiden die Coefficienten 
der ersten und letzten Glieder gleich Null setzt; auf das 
System der Gleichungen, die aus diesen letzteren ebenso abge- 
leitet werden, wie diese aus den Originalgleichungen, etc. 

Cayley hat diese Methode in einer etwas geänderten 
Gestalt dargelegt. Wenn die Gleichungen 

durch 

abkürzend vertreten werden, so muss, die Existenz einer 
gemeinschaftlichen Wurzel vorausgesetzt, die lineare Ver- 
bindung derselben 

U+XV=:0 

unabhängig von k zu einer Identität werden ; bezeichnet man 
aber durch o?,, y, specielle Werthe der Veränderlichen und 
durch t/,, F, die Resultate der Substitution derselben in die 
Polynome U und F, so muss demnach die Gleichung 

unabhängig von x^, y^ identisch sein. Sie ist aber noth- 
wendig durch 

theilbar; wenn man diese Division vollzieht und die Coef- 
ficienten der verschiedenen Potenzen von Xi und y^ einzeln 
mit Null vergleicht, so karni man die Potenzen von x und y 
aus den so erhaltenen Gleichungen als unabhängige Verän- 
derliche eliminieren und erhält die Resultante in ganz der- 
selben Form wie vorher. 
Man findet für 

aox^ + aix^y+a^x^y^+aji xy^+a^y^=:0, 
«o'^ + « , V y + ^ j V y^+a^'x y^+ af^ = 

(goa?*+... )KV+... ) — KV+... )KV+ .>. ) 

xy — xy 

={K«.;)^+K«2>'y+(«o««')V+K«4')yM^.'+ 
{ («oO^'+Kaoösp+Cöf «2')! •^'y+[(öo«/)+(«iö'3')] ^y''+{Oiai)y^Wy\-^ 

i («o«4 ) ^+ («1 x^y + (a^ a^)xy^+ {a^a^) y^ j y,^ 
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und durch Elimination der Grössen 

zwischen den einzeln mit Null verglichenen Coefficienten die- 
ser Gleichung in j?,, y, die Resultante 

(flo«/), («0 02') ^ » («O^s') ^ » («0«/) 

(«oO» K^s'^) + («! «'Z), («0 «/) + («I «8p, («1 «/) 

(«0 «sp, («0 ö/) + (öf «a')» («1 ''4^) + («« ^s'), («2 «/) 

(«oO» («lO » («2O > («8«/) 

Man sieht, wie alle diese Methoden darauf hinaus kom- 
men, das allgemeine Problem der Elimination zwischen zwei 
Gleichungen beliebigen Grades auf das specielle und ein- 
fache der Elimination zwischen linearen Gleichungen zurück- 
zuführen. 

An die Cayley'sche Darstellung der Resultante hat 
Borchardt den Nachweis geknüpft, dass die Resultante 
auch bestimmt werden kann aus den 2(«-f 1) Wer- 
then, welche die gegebenen Functionen für be- 
liebige (n-j-l) bestimmte Werthe der in ihr erhal- 
tenen Unbekannten annehmen. Zur Vereinfachung 
der Ausdrücke sei y = 1 , so dass die Gleichi^ngen in der 
Gestalt 

(p (j?) = o, 1^ (a?) = 

vorausgesetzt werden dürfen. Sie werden als von demselben 
Grade n gedacht, 

sind die (w+ 1) speciellen Werthe von x und 

9^W; ^Mj • • •; <P(«n)5 '«/'(«o)? '«/'(«i)? • • •? '^{^) 

sind die durch Substitution derselben entspringenden Werthe 
der Formen q>{x) und '^{x), .Setzt man alsdann nach der 
Cayley' sehen Darstellung der Resultante 

^ ^ X — X 00*' 

80 ist die Resultante durch die Determinante 

Ä = ^ + ^0,0^1, 1^2,2 •• • *n— 1,«— 1 
ausgedrückt. 

Bezeichnet man alsdann durch a?,, jtj, ... Xn n beliebige 
Grössen, und setzt abkürzend 

Pi(Xj) = *0,i + h^i^J + ^2,1 V + • • • + ^n-l,» ^i"""S 

8* 



i 
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so liefert die Multiplication der Determinante R mit der De- 
terminante 



J7=i 



1 ; ^1 ; • • 

1 ; J?g , • • 



X 



n— 1 

I 

n— 1 



1 ; *^n} • • • Xfi 

d, i. dem Produet alfer Differenzen der Grössen a?,, ar,, ... a?«, 
das Produet 

Po(^i) ; Poi^f) ; • • • Po(^n) 
Ä/7 = 



Sind aber o:/, oc^\ . , . Xn n beliebige andere Grössen 
und« ist 

1 /*• ' «. 'n— 1 

« *^\ y • • • •C'} 



J7' = 



M. • ^2 9 • • • m7j 



'n-1 



'n~l 



SO liefert die l^^ultiplication der vorigen mit dieser neuen 
Determinante das Produet 

Ä . JI. J2' = 2? + F(a:j, a:/) F(ir,, ic/) . . . F{xn, Xn). 
Nun sind im gegenwärtigen Falle die Werthe von g> {x) 
und '^{x) für 

gegeben. 
Ist also 

f{x) = (o:— ao)(a; — «,) . . . (a: — «„), 
SO erhält man die interpolatorischen Darstellungen 






und daher 



o7'(«.)*(^— «<)' 
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^ ^ ^ X — X 

Daraus entspringt für 

a: = a,, x'=zajj oder j: = a^, x'^a^, 
so lange f und / verschieden sind, 

aber für •=> 

Fr« -.^- ^ rw y(«i)»(«i)-y(«i) »(«.) _ l,r'W „, ^. 

die Summierung als über alle Glieder sich erstreckend ge- 
dacht, für welche • und / verschieden sind. 
Mit Hilfe der abkürzenden Bezeichnung 

r(«.)r(«i).(«i-«.) ""^^^ 

entspringt aus der ersten der beiden vorigen Gleichungen 

und aus der zweiten 

und durch die Letztere überdiess 

(»0) + (»l) + (i2) + ... +(,«)=0, 

wenn • nach einander die Werthe 0, l, 2, . . . n annimmt. 
Mit den so gewonnenen Darstellungen der Functionen 

F(ai,aj) und F(a„«,) 
kehrt man nun zu der früher gewonnenen Gleichung 
R.n.n'z=z2+F{xtj ar/) F(ar„ a:,') . . . F{xn, x^) 
zurück; sie geht durch die Substitutionen 

•t| — - X^ — — 0| a X^ ^— «Cj — — Äj • • • • •■'li •— ^ •■' » •^~ Äjg 

und für 

flj^= («1— fl^) («1—«,) . . . (««-1— «•) 
in die folgende über 

R.nU=Z±F{a,,u,) F («,,«,) ... F(a.,«.)i 
d. i. durch Einsetzen der voiiier entwickelten Werthe 

R . /2,%= r («i) r («,) . . . r («.) ^ ± (11) (") . . . (••), 
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endlich aber durch Multiplication beider Seiten dieser Glei- 
chung mit 

und für 

^o.n=l(«o— «OK— «2) ••• («n-1— «n)P 
Ä=l7o%.2;± (n)(22) . .. {nn) 

als Darstellung der Eliminationsresultante in einer der Inter- 
polation entsprechenden Form.*) 

Diese Darstellung enthält die früher gegebene Euler'- 
sehe als einen speciellen Fall. und giebt damit zugleich den 
Nachweis von der wesentlichen Identität der Bezout- 
Cayley' sehen Eliminationsmethode mit der ursprünglichen 
von Euler. 

Man betrachte dazu die Grössen «i, «j, . . ., «„ als die 
Wurzeln der Gleichung 

dann erkennt man aus dem allgemeinen Werth von (•/), 
dass 

{ij) = 
ist für alle ungleichen und von Null verschiedenen Werthe 
ij jy während man aus der allgemeinen Definition von (it) 
findet 

(»0 = -(»o). 

In Folge dessen geht die Gleichung 

Ä = /7o% . 2; + (1 1) (2 2) ... {n n) 
in 

Ä = (-1)«.J2«„(10)(2 0) ... (nO) 

über und da man für alle « > mittelst der Relation 

ij; (x) = Uq (jr— «i) (a?-— «,) . . . (a;— a„) 
näher erhält 



*) Man vergleiche zur weiteren Ausführung die Abhandlung selbst 
in „Crelle's Journal", Bd. LVII, p. 111. Ueberdiess aber desselben 
Autors schöne Arbeit in den „Abhandlungen der K. Ak. d.W. zu Berlin" 
1860: lieber eine Interpolationsformel für eine Art symmetrischer 
Functionen und über deren Anwendung. 



— 119 — 

so ergiebt sich endlich die mit der älteren Euler'schen 
übereinstimmende Darstellung der Resultante 

n(w-l) 
R = (—1) 2 ö^'n ^ (^^) ^ (of^) _ , ^ (Of^)^ 

15. 

Die entwickelteDarstellung einer solchenRe- 
sultante ist in jedem Falle, in welchem der Grad der 
Gleichungen den zweiten übersteigt, eine umfängliche wenn 
auch nicht schwierige Operation. Sie kann ausgeführt wer- 
den, ebensowohl indem man von der Determinantenform 
derselben, sei es nun nach der durch die Methoden von 
Euler und Sylvester, oder nach der durch die Methoden 
von Bezout und Cayley erhaltenen, als auch indem man 
von ihrer Natur als symmetrische Function der Wur- 
zeln ausgeht und sich der Tafeln der symmetrischen Func- 
tionen bedient, wie sie früher gegeben worden sind. Das 
folgende Beispiel ist zunächst der letzteren Berechnungsweise 
gewidmet. 

Man habe die Gleichungen 

so setze man a^ , «, , «g als die Wurzeln der ersten Gleichung, 
so dass unter Anwendung der Bezeichnungsweise des Art. 8 
die Relationen 

^ =a, + a2 + a8 = O)» 

«0 

— = «1 «2 + «2 «8 + «3«! = (1'), 
«0 

-? = «,«,«, =(1») 

gelten; alsdann ist die Resultante das Product 

(«o', öl', «2'$«!) !)*• («o'» «i'> «2'5a2, !)'• K'» «1'» «2'$a8» 1)* 
oder 

«,''+«;«,'» (1) + «„V (2) + «,'« «,'(1«) + «;«, V(21) + a/» (!') 

+ «;« «,'(2«) + «;«,'« (21«) + «;• a,'{2'i) + a;» (2»), 

d. i. durch Division mit «2' 

^ + 7^(^) + ?^(2) + ?^(^*) +^(21) + K, (!•) + ^; (2«) 

Uj e»2 C»2 ''2 2 2 

+ ^'(21*) + ^'(2*1) + ^. (2*) , 

Of 1*2 C»2 
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welches durch die von Cayley vorgeschlagene Symbolik 

^=[i],^=[2],@=[n,Äf=[2l],etc. 
in der regelmässigen Form 



l + [l](l) + [2](2) + [l«](l«) + 

+ 



21](21) + [1»](1») + [2^(2') + [21«](21«) 
2n](2M) + [2'](2») 



erscheint, in der das einfache Gesetz herrscht, dass die in 
den Parenthesen auftretenden Ziffern sämmtliche Vertheilungen 
der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 bilden, für welche 2 der grösste Theil 
und 3 die grösste Anzahl der Theile ist. 

Man erhält im allgemeinen Falle zweier Gleichungen 
m*'^^ und n^^^ Grades alle Vertheilungen der Zahlen 

1 ; 2^ 3 • • •; fltl; 

für welche n der grösste Theil und m die grösste Anzahl 
der Theile ist. 

Alle Theile dieses Ausdruckes lassen sich direct aus 
den Tafeln entnehmen, welche die Ausdrücke der synmie- 
trischen Functionen der Wurzeln in Gliedern der Coeffi- 
cienten angeben ; das gewählte Beispiel würde die bezüglichen 
Tafeln unter I bis VI erfordern, so zwar, dass Tafel I, V, 
VI je ein Glied, Tafel 11, III, IV aber je zwei Glieder 
der Entwickelung liefern. Die dort gemachte Voraussetzung 
0^ = 1 ändert nichts Wesentliches, das Gesetz der Homoge- 
nität der Resultante lehrt überall die fehlenden Factoren 
hinzufügen. 

Die entwickelten Resultate prüft man mit Hilfe der 
Diflferentialgleichungen, welche als allgemeine Eigenschaften 
der Resultante im folgenden Artikel abgeleitet werden, auf 
ihre Genauigkeit. 

Die Entwickelung der Resultante las st sich aber, wie 

es Cayley.*) besonders bequem dargestellt hat, ebenso auch 

an ihre Determinantenform in der Euler-Sylvester'- 

schen Gestalt anschliessen. 

Dem vorigen Beispiel entspricht alsdann die Determi- 
nante 



*) „Philosoph. Transactions", 1857, p.703, „Memoir on the Resultant 
of a System of two Equations/* 
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,0 , 00 , 01 , Ot 

0^, »o',» «/? ««'> 
«0 ) ^1 ) «t > ,0 

Wenn man die aus der Entwickelung von 

, «0, «,, «,, «3 

«0, «1, ÖJ, «3? 

hervorgehenden Determinanten 



, a. 




. 


i «1 




, 


ö« 


«0? «1 


> 


«o: 


. «« 


> 


«0? 


«8 


, «8 




«01 


«1 




«0. 


ö« 


«0, 


> 


«i: 


, a. 


» 


«i, 


«8 


«0» «8 




«1 


► «« 




«1» 


«8 


«1, 


» 


a,, 


» «8 


» 


«2, 







«« 


» «8 










«8 


, 









durch die Symhole 

12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 
respective und ehenso die aus der Entwickelung von 



«0 , ö, , «t 



, 

, öo\ «1,» «2% 

«0» «/> «2? ö ? ö 
entspringenden mit den ähnlich gehildeten 

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345 

respective bezeichnet, so ist die obige Determinante entwickelt 

=+12.345 — 13.245+14.235 + 23.145—15.234—24,135 + 25.134 

+ 34. 125 — 35. 124 + 45. 123. 

Die Entwickelung dieser Determinantenproducte ist sehr 
einfach und lässt sich unter Beibehaltung der Cayley' sehen 
Darstelluugsform, wie folgt, ausführen. 



— 122 — 



\ 



\ 



/. 



''r 
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/^ 
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•welches Resultat — wie es jetzt erscheint, characterisiert durch 
eine Vertheilung in Gruppen Ton gleichem Gewicht im Verhält- 
niss zu den Coefficienten derselben Gleichung — durch Ver- 
einigung der gl^ichweit über und unter der Mitte der Höhe 
stehenden Aggregate noch ferner verkürzt, wie folgt, geschrieben 
werden kann: 
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Die Resultante von zwei Gleichungen des zweiten Grades 
stellt sich in dieser Form dar wie folgt: 





A 


'g^ 


» ^^ .'v 


?.. 


X Xt 


A 




^ 


V /» fr^ 




/Xo« 


V 


V X »*'' 


?vC 


\>X(ws 



Diese Darstellungsweise ist nicht nur kürzer als andere, 
sondern sie bietet auch in leicht erkennbaren Gesetzen der 
Symmetrie nach Vorzeichen, numerischen Factoren und Coeffi- 
cientenproducten mannichfache Mittel der Controle dar.*) 

16. 

An die Darlegung der hauptsächlichsten Methoden zur 
Bestimmung der Resultante schliesst sich naturgemäss die 
Frage nach der Bestimmung der gemeinsamen Wur- 
zeln der Gleichungen an**), deren Existenz durch die 
Gleichheit der Resultante derselben mit Null angezeigt wird. 
Diese Bestimmung wird erreicht mit Hilfe von zwei allge- 
meinen Eigenschaften der Resultante, welche mit 
früheren und späteren Entwickelungen dieser Arbeit im eng- 
sten Zusammenhange stehen. 

Nach der Natur der Resultante als Product aller Diffe- 
renzen zwischen den Wurzeln beider Gleichungen kann ihr 
Werth sich dadurch nicht ändern , dass die Werthe sämmt- 
licher Wurzeln um eine constante Grösse wachsen oder ab- 
nehmen. Man darf 

«I = er,, -f h 

*) Man findet a. a. O. die £nt Wickelung der Resultanten für alle 
Fälle bis zum 4ten Grade. 

**) Vergl. G. Salmon, „Lessons introductory etc.," p. 27, 
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setzen, ohne die Resultante der allgemeinen Gleichungen 

aQx'^.+ üi'x^-^ y + a^x^^'^if + . . . = 0, 
welche von der allgemeinen Form 

ist; zu ändern. Gehen die gegebenen Gleichungen durch 
die angenommene Transformation in 

^o'a" + ^/a"-i y + 74/a;"-2 ^^^ + . . . = 
über, so wird die Resultante dieser letzteren 

und muss mit Ä identisch sein. 

Nach dem Zusammenhange der Coefficienten der Glei- 
chungen mit ihren Wurzeln hat man aber unter Voraus- 
setzung der geforderten Transformation die Relationen 

Aq = ^0 , -^0 ^^^ *ü 5 

^ = «* + («»— 1)«! ÄH j 2 ^^^^' 

^2 = «2 + (w— 3)gi A+ ^ ^ «0 Ä , 

. / «N 1. I »»(w— 1) ,. , w(m— l)(m— 2) 
A = g3 + (^-2)«2^+-^2 «^^ + 1.2.3 ^''^ ' 

^3 = «3 + (w-2) «;ä+ -jt^ «iV+ ^ ^ ,^^3 ^ «0 Ä»; etc. 

A^z=am + «m-l Ä + am-2Ä* + öm-3 Ä^ + . . . + «o Ä*", 
^n'== «n'+ «n-l'Ä + ««-2'^' + «n-s'^^ + • • • + «0'^"' 

Aus ihnen entspringen die anderen 

^2— «2 = ^^2 = (^— 1) «1 A H — ^ ^ «0^% 

u^Z—ög == ^«2 = (w— 1) «i'ä + — ^^ «o'ä* ; etc. 

An — ön'== ^«n'=: <«'n-l Ä + a „_2Ä* + . . . + «q'Ä". 

Man kann alsdann nach dem auf mehrere Veränderliche 
ausgedehnten Taylor 'sehen Satze die neue Resultante 



dR ^ ^ dR 

:j — [-•••+«m— i:]f — 

dög (Ulm 
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entwickeln; sie ist nach Potenzen von h geordnet und für 

die allein in Betracht kommenden ersten beiden Glieder 

/ rfÄ . , ^ dR . 
R, =Ä + Ä^^m«o — + {m-l) «i ^ + ('w— 2) «, 

r dR ^ , . , dR ^ . . , dR ^ , , dÄ \ 

-f- . . ., 
und da R und Ä, für jedes beliebige Wachsthum h über-, 
einstimmen müssen ; so muss der Factor der ersten Potenz 
und es müssen nicht minder die Factoren aller folgenden 
Potenzen von h mit Null identisch sein. 

Die Resultante der obigen Gleichungen genügt 
somit stets der Gleichung in partiellen Differen- 
tialen 

dÄ . , ^ dR . ^ rfß . . dR 



da^ da^ da^ da 



m 



, dR ^ , ^ ,dR ^ , ^ , dR , , , dR 

+ nÜQ —-, + [n—l) üi :^— 7 + (n--2) Äj t"' + • • • + ^ «-i T~"' =" ^• 
aa^ 0^2 aa^ a-an 

Für zwei Gleichungen desselben Grades n nimmt die- 
selbe die specielle Form 

( dR ^ ; dR\ . . x/ rfÄ . , dR\ , 
/ rfÄ . . dR\ 

+ V^-^di^+'-'drJ^'' 

an. 

Wenn es nach den allgemeinen Gesetzen über Grad und 
Gewicht der Resultante möglich ist; die litterale Form der- 
selben unmittelbar anzugeben, so liefert das eben gefundene 
Gesetz der partiellen Diflferentiale eine zur Bestimmung der 
in dieselbe eingehenden numerischen Coefficienten hinrei- 
chende Anzahl von linearen Bedingungsgleichungen. 

Für die früher geschriebene allgemeine Form der Resul- 
tante zweier Gleichungen zweiten Grades 

A {a^a^^+aQ'a^^) + B{aQa^ a^'a^+a^a^'a^ «2) + ^K«^i «/'+«o'«i'öi*) 

erhält man nach jenem Gesetz und »ach einer einfachen Re- 
duction die Bedingungsgleichung 
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2{A + B) {a.^a{a^+a^^a^ o,) + (2 Ä+4 C+ D) {a^a^ a^a^+a^a^a^a^ 

+ {B+ C) («0«, tf/H^o'«. «i') = 
und durch Vergleicliung der numerischen Factoren der einzel- 
nen Potenzen der Coefficienten mit Null die Gleichungen 

yl + J?=0, 2i5 + 4C+ö=0, ß+C=0, 
aus welchen für die gestattete Annahme -4 = 1 hervorgehen 

i5=— 1, C=l, I>=— 2, 
wie es die früher entwickelte Form dieser Resultante bestätigt. 

Die Anwendung einer ganz ähnlichen Betrachtung auf 
die Coefficienten statt auf die Wurzeln der Gleichung führt 
zu einer anderen Eigenschaft der Resultante, aus welcher 
die Bestimmung der gemeinsamen Wurzeln unmittel- 
bar hervorgeht. 

Wenn die beiden Gleichungen, wie oben, durch 

£/=:0, F = 

respective vertreten werden, so ist für das Verschwinden 
ihrer Resultante 

Ä = 

ein gemeinschaftlicher Wurzelwerth — = a vorhanden. Wenn 

alsdann in der Gleichung 

die Coefficienten 

in die anderen 

«0 + ^/ÖQ, a^ + /la^ , a, + ^^ö,» • • • «m + ^«m 
übergehen, so dass diese Gleichung selbst die neue Form 

«0^*" + «1 ^'""^ y + • • • + ^«0^*" + ^ö| ^"""^ y + . . . = 
annimmt, so erkennt man, dass sie durch dieselben Werthe 
der Veränderlichen a?i, y, zur Identität wird, welche den 
ursprünglichen Gleichungen 

genügen, wenn nur von den Wachsthümem 

/iffo, ^dit etc. 
die Bedingung 

erfüllt wird. Die transformierte Gleichung hat alsdann mit 
den Originalgleichungen dieselbe gemeinschaftliche Wurzel 
imd die Resultante , welche durch Elimination der Veränder- 
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liehen zwisehen ihr und einer derselben erhalten wird, wird 
ebenfalls mit Null identisch; da man diese letzteren aber 
erhält, indem man in der Resultante der Originalgleichun- 
gen an Stelle der Coefficienten a^, «j,... die veränderten 
Coefficienten 

«0 + ^üq, «1 + ^/öj etc. 
setzt, so ist sie 

^ . f . dR ^ ^ dR ^ ^ dR ^ \ . 
^ + l ^^0 -r- + ^«1 ;7-- + ^«2 y- + ...) + ... = 0, 
\ aÜQ aa, aaj ^ 

und man erhält wegen Ä = und nach der Freiheit, die 
Wachsthümer der Coefficienten «q, aj,... beliebig klein zu 
denken, die Bedingung, welcher diese letzteren genügen 
müssen, in der zweiten Form 

^ rfÄ . , dR ^ ^ dR , 
aaQ atti aa^ 

Aus der Vergleichung derselben mit der oben erhalte- 
nen ersten Form entspringt die fortlaufende Proportion 
a?,"» : Xi^^—^y^ : x^^-^y^^ iXi^-^y^^ etc : y,*" 

dR dR dR dR 

= -r- : -:— : -r— etc. 



düQ da^ da^ da^fi 

/ 

aus welcher sich ergiebt 

_dR_ dR 

wie es zuerst Richelot gefunden hat. 

Durch Anwendung derselben Untersuchung auf die 
zweite Gleichung findet man die analoge Gleichung 

_dR dR 
düQ dai 

und somit auf dem einen wie auf dem anderen Wege die 
Bestimmung der gemeinschaftlichen Wurzel. 
Aus den allgemeinen analogen Relationen 

«. t t n. i i dR dR 

dR dR 
dük dai 
schliesst man die Proportion 

dR dR dR dR 
da/f dai da^.' ' dai ' 



xn-ky^k.a^n^ly^l^ 
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Man schliesst ferner für den Fall m=« analog den vor- 
hergehenden Gleichungen auf die Geltung der folgenden 
Proportion 

dR dR dR dR 

• exe« • • • • 



d(f,0) • d(f, 1) rf(,; ^_2) ' d(f>-l)' 

in welcher 

die durch Unterdrückung der »^^'» Keihe und y^*^*» Zeile aus 
der nach der Bezout-Cayley'schen Eliminationsmethode 
in Determinantenform dargestellten Resultante hervorge- 
gangene Partialdeterminante ist. Denn wenn man von den 
Gleichungen, aus welchen nach jener Methode durch Eli- 
mination der 

j?«— 1 y 5 ip"""2 y*, etc. 
die Resultante gebildet wird, die {i+l^ unterdrückt, so 
erhält man die Relation 

dR „ . dR 



d(«,n— 1) rf(»,»— 1) 

und daraus sofort die behauptete Proportion. 

Wenn man 'in die Gleichungen selbst an Stelle der Po- 
tenzen der Veränderlichen die proportionalen partiellen Dif- 
ferentiale der Resultante nach den entsprechenden Coeffi- 
cienten der jedesmaligen anderen Gleichung substituiert, so 
erhält man Identitäten von der Form 

«0 :i h«i ':i 1-02 . l-..- + «n T--=o, 

aOm-n dttm-n-^l »«»1-11 + 2 ««m 

als fernere Eigenschaften der Resultante. Für fw = n geht 
z. B. daraus hervor das Paar der Gleichungen 

dR dR ^ , dR 

«0 TTT + «1 T— 7 + . . . + «n TI~? = ^ » 
aoQ aa^ aan 

,dR,dR , r dR 

aug cLa^ aa„ 

Die zur Bestimmung der gemeinsamen Wurzel 
führende Proportionalität der partiellen Diffe- 
rentiale der Resultante mit den gemeinsamen Wer- 
then der Veränderlichen lässt sich auch aus dem 
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Wesen der Resultante direct ableiten und führt 
dann zugleich zur Erweiterung der vorhergehen- 
den Resultate auf den Fall von Systemen mehre- 
rer gleicher Wurzeln. 

Man hat für eine gemeinsame Wurzel; welche den Wer- 
then der Veränderlichen a?i, y, entspricht, und für 

^%^ Vt', ^zj Vz'-i ^ii Vi etc. 
als die anderen Wurzeln der zweiten Gleichung unter Beibe- 
haltung aller übrigen vorher eingeführten Bezeichnungen 

indem man die Substitutionsresultate aus dem Polynom U 
durch Anhängen der Indices der substituierten Werthe der 
Veränderlichen bezeichnet. Man erhält somit 

j n 

• — ■ «Fj • l/j • I/3 ... "^«Pj • 1/ j • C/g . • • -y* «Fj • l/j . l/j C/^ . 4 • —^ * * *) 

d. i. wegen 

i7=0 



dR ^ , , 

_ — — • «Fj • l/j • 1/ j • • • 
««0 



Ebenso findet man 



etc. 
und hat damit die gedachte Proportionalität wieder gewonnen. 
Existieren aber zwei gemeinschaftliche Wurzeln, ent- 
sprechend den Werthen 

indess die übrigen Wurzeln der zweiten Gleichung wie vor- 
her durch die Werthe 

^8 > ys 5 ^it Vi-t e»'C« 

bezeichnet sind, so verschwinden zwar nach der oben an- 
gestellten Betrachtung sämmtliche, nach den Coefficienten 
der Gleichungen genommene erste Differentiale der Resul- 
tante, so dass die Proportionalität derselben zur Bestim- 
mung der gemeinsamen Wurzelwerthe nicht führen kann; 
aber diese Bestimmung wird nun durch die Untersuchung 

Fiedler, neuere Geometrie a. Alg>ebra. 9 
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der zweiten Diflferentiale mit ganz ähnlichen einfachen 
Schlüssen erreicht. 

Aus 

R=Ü,.U^. [7/. 17/... 
folgt 

und wegen 



da,' 



— — • il/J • M/« • t/j • C/(i • • '• 



In derselben Weise ergeben sich die Gleichungen 
d*R 



dä^da^ 



\X\ ,Xf ^2 T »^2 • •''1 Jfi I ^8 • ^4 • • • > 



- = iCj 2(] . 0*2 2(2 * ^8 * ^4 * * * > 



(f^l] 



und man schliesst daraus, dass die Auflösung der quadra- 
tischen Gleichung 

^rfVß^ d*R 2^^o 



in den Werthen von — die Verhältnisse 

V 

ar,"» : ar,"»-^ y^ und o:,*" : a:,*"-^ y, , 
d. i. 

0?! : yi und a:, : y^ 
bekannt giebt. 

Es genügt für drei gemeinschaftliche Wurzeln die Be- 
merkung, dass alsdaim die Betrachtung der dritten Diflfe- 
rentiale zu einer Gleichung dritten Grades führt,, aus wel- 
cher sich ihre Werthe ergeben. Dieselben Entwickelungen 
lassen sich fortsetzen und erledigen in einer für die weite- 
ren Entwickelungen genügenden Weise das Problem der 
Bestinunung gemeinschaftlicher Wurzeln. Die symbolische 
Formel 



( 



^dR dR\' 
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in welcher die i'* Potenz des DiflFerentials das i^' DiflFeren- 
tial bedeutet, enthält den bezüglichen allgemeinen Satz, 
welchen Brioschi wohl zuerst gegeben hat.*) 

lY. Elemente der Theorie der Cofarianten ind Infarianten binarer 

Formen. 

17. 

Die lineare Transformation einer binären al- 
gebraischen Form 

— und allgemeiner mit selbstverständlichen Erweiterungen 
die einer algebraischen Form überhaupt — bedeutet die 
Substitution der linearen Ausdrücke 

/3Jf+yy, /3'A-+/y 

an Stelle der Veränderlichen x und y respective in . diese 
und die damit verbundene Ueberführung derselben in die 
neue oder transformierte Form 

Die Coefficienten derselben A^^ -^i , . . . sind in jedem 
speciellen Falle wie im Allgemeinen einfach ausdrückbar 
durch die Coefficienten der ursprünglichen Form und die- 
jenigen der Substitution. 

Für den Fall einer quadratischen Form 

(«0, «1 , «2$^, if = «0^* + «1 ^y + «2^* 
findet man 

oder in schicklicherer Form 

Man findet in analoger Art für die Transformation von 

(«0, «1, «2, «8$«^» y)' 



*) Brioschi, „Theorie des D^terminants*' (Trad. p. Combescure) 
p. 175, wo auch die Bestimmung einer vielfachen Wurzel einer Glei- 
chung an dieselbe Betrachtung geknüpft ist. 

9* 
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in 

die Relationen 

^0 = («0» «1» ««» «8$ß» ßy, ^ = («0» «1» «2, «8$/, y1\ 

dA^ ,dÄ^ a^^z _, f.» d A^ 

^^^yj^ + ^d^' ' ^^^^di+^dj^ 

und für die von 

(«0, a,, «2, «8, a^x, yy 
in 

C-^o? -^n ^tj ^zj -^4$^» v) 

ebenso 

-4o = («0» «1» «2. «8. Ö4$/5, ß')\ ^4==(«0, «n «2» «8» «4$/ > /T» 



' » 



oder (ßy—ß'y) 



dß dß' ' dy dy 

• 2 d^' ^'' dßdß'^ 2 d/S'« 

=T d7" + ^^ d7d/+Td7^' ^*'- 

Man nennt die Determinante der Substitutionsgleichungen 

x=.ßX+yY, 
y=.ß'X+yy, 

d. h. den gemeinschaftlichen Nenner der durch lineare Eli- 
mination aus ihnen bestimmten Werthe der neuen Veränder- 
lichen durch die alten 

ß^ Y 

ß\ Y 
den Modulus der Transformation und nennt diese 

letztere selbst unimodular, wenn die bezeichnete Grösse, 
wie es bei den analytisch -geometrischen Betrachtungen zu- 
meist erlaubt ist vorauszusetzen, den Werth der positiven 
Einheit hat. 

Es ist das Princip der neueren analytisch - geometrischen 
Formenlehre, die algebraischen Fimctionen mit Hilfe solcher 
aus ihnen ableitbaren Functionen zu studieren, deren Be- 
ziehung zu ihnen durch lineare Transformationen nicht ge- 
stört wird. Nachdem durch die vorhergehenden Unter- 
suchungen über die symmetrischen Functionen , die Functio- 
nen von Sturm und über die Bildung und Eigenschaften 
der Resultanten von verschiedenen Seiten ein tieferer Ein- 
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blick in die Natur der binären Formen eröffnet worden ist, 
erscheint es als nächste Aufgabe, jenes Princip in seiner 
Anwendung auf dieselben näher ins Auge zu fassen, die 
einschlagenden Begriffe festzustellen und unter den bisher 
betrachteten abgeleiteten Formen Umschau nach dem be- 
zeichneten Character der Invariabilität zu halten. 

T 1 t:i ,. 2 f^ ra * j. • alffcbraischcn Form 
Jede i^unction der Coeincienten einer ^r . , 

(jleicnung 

oder eines Systems von pi • i ; welche die Eigen- 

schaft besitzt, dass bei einer Transformation derselben 
durch lineare Substitutionen für die Veränderlichen die 
gleichgebildete Function der neuen Coefficienten aus der 
gegebenen durch Multiplication mit einer Potenz der Sub- 
stitutions - Determinante hervorgeht, heisst eine Invariante 

der ^, . , oder des Systems der ^, . , * Eine 

Cjleichung "^ (Gleichungen. 

solche bleibt vollkommen ungeändert dann , wenn die Trans- 
formation positiv unimodular ist. 

In diesem Sinne wurden jene Functionen der Coeffi- 
cienten quadratischer Formen, welche als Discriminante 
einer solchen und lineare Invariante von zweien derselben 
früher (Art. 2) bezeichnet wurden, als Invarianten erwiesen. 

Anderseits heisst jede aus einer gegebenen Form oder 
Gleichung abgeleitete Function ihrer Veränderlichen und Coef- 
ficienten, welche die Eigenschaft besitzt, dass die durch eine 
lineare Substitution für die in ihr auftretenden Veränderlichen 
aus ihr abgeleitete Function nach demselben Gesetze aus der 
durch dieselbe Substitution transformierten Form hervorgeht, 
nach welchem sie selbst aus der ursprünglichen gebildet ist, 
eine Covariante der ursprünglichen Form. Wenn die be- 
trachtete Function als eine gemeinsame Abgeleitete aus meh- 
reren gegebenen Formen erscheint, so hat man den Begriff 
einer Covariante für ein System von Formen. 

* Ist f die ursprüngliche und F die durch eine lineare 
Substitution vom Modulus M transformierte Form, (p(oc,y) 
die abgeleitete Function der ursprünglichen, 0(XyY) die 
in gleicher Weise abgeleitete Fimction der transformierten 
Form, so ist dieselbe eine Covariante, wenn die Relation 
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erfüllt ist. Wird die Function cp in Bezug auf die Ver- 
änderlichen vom Grade Null gedacht, so giebt dieselbe Re- 
lation die algebraische Definition der Invarianten. 

Es ergiebt sich unmittelbar aus den gegebenen Defini- 
tionen, dass jede Invariante einer Covariante eine 
Invariante der Originalform ist. 

Unter den in der bisherigen Untersuchung hervorge- 
tretenen Functionen, welche den Character der Invarianten 
besitzen, kann die Determinante eines Systems linea- 
rer homogener Gleichungen als ein nächster Ausgangs- 
punkt für darauf bezügliche Untersuchungen angesehen wer- 
den; ihren Invarianten -Character drückt das Multiplications- 
theorem der Determinanten aus, wenn es in der Form 
gegeben wird: Wenn ein System von n linearen ho- 
mogenen Gleichungen mit n Veränderlichen durch 
lineare Substitutionen transformiert wird, so ist 
die Determinante des transformierten Systems 
das Product aus der Determinante des Origrnal- 
systems in die Determinante der Substitution. 

Es liegt nahe, von ihr auf die Resultante eines belie- 
bigen anderen Systems zu schliessen, und in der That ist 
leicht nachzuweisen, dass die Resultante jedes Sy- 
stems binärer Formen eine Invariante derselben 
ist. Es ergiebt sich diess zunächst schon aus der Bedeu- 
tung , die die Resultante besitzt , als nach welcher ihre Iden- 
tität mit Null das Vorhandensein einer gemeinschaftlichen 
Wurzel bezeichnet; denn da durch eine lineare Substitution 
eine solche gemeinschaftliche Wurzel nicht verschwinden 
kann, so muss die Resultante des transformierten Systems 
stets zugleich mit der des Originalsystems verschwinden, 
d. i. sie muss diese letztere als einen Factor enthalten. 

Das Nämliche ergiebt sich aber auch aus der Art der 
Zusammensetzung der Resultante aus den linearen Factoren 
der gegebenen Gleichungen. 

Ist 

f) = «oT^— «i V) (^— «2 y) • • • (^— a/y) . . . (^— «nV) = 0, 

so wird durch die linearen Substitutionen 



— 135 — 

x = ßX+YY, y = ß-X+y'Y 

.-«/,=(^-«/r)(x-^,y); 

die transformierten Formen werden daher 

ü=a,(ß-a, ß') (ß-a, ß').. ,(ß-a„,ß') (^X-^^^ f) 

und die Differenz (a, — aj) zweier Wurzeln der beiden trans- 
formierten Gleichungen, als einer der m» Factoren der Re 
sultante wird also 

^ (ß-aiß')(ß-^ajß') 

_ {ßy—ß'y){^i'-^j') 
{ß-^iß'){ß-^sß^y 

Da nun die Resultante der beiden Formen m^^'' und »^'^'* 
Grades durch das Product ihrer mn Wurzeldifferenzen mit 
der n^*^" und w^^" Potenz ihrer leitenden Coefficienten ausge- 
drückt wird , *) so verschwinden für die transformierten For- 
men diese letzteren Factoren gegen das Product der Nenner 
sämmtlicher Wurzeldifferenzen und man erhält zwischen der 
Resultante R der transformierten und der Resultante R der 
Originalform die Relation 

welche den Invarianten -Character ausspricht. 

Man kann eine wichtige Erweiterung dieses Ergebnisses 
sehr einfach constatieren, wenn man von der Cayley' sehen 
Form des Bezout'schen Eliminations Verfahrens ausgeht. 
Dieselbe lautet: Wenn die Formen ü, V mit den ge- 



*) Vergl. Art. 13, p. 103. 
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gebenen Formen «, » linear verbunden sind, so 
dass Relationen von der Form 

zwischen beiden Gruppen bestehen, so ist die Re- 
sultante R der Formen ü und V von derjenigen R 
der Formen w, » nur durch einen Factor verschie- 
den, der einer Potenz der Substitutionsdetermi- 
nante 

(ßy—ß'y) 
gleich ist. 

Wenn diess einerseits schon aus der Bedeutung der Re- 
sultante hervorgeht, so kann der Beweis besonders einfach 
auch an die Bildung des Ca yley' sehen Ausdrucks 

geknüpft werden, in welchem w^, Uj die Werthe von w, © 
bezeichnen, die durch Substitution der Werthe a?, , yi an 
Stelle der Veränderlichen erhalten werden; der aus den 
neuen Functionen 27, F in gleicher Weise gebildete Ausdruck 
unterscheidet sich von ihm nur durch den Factor (/5/— j^'y), 
denn man hat 

UV,-UiV ^ (ßu+yv) {ßfu, + /rQ - {ßu, + yv,){ß!u + /r) 

M ©1 — W, fJ 



= (ßy — ß^y) 



^yi— ^ly' 



und erkennt aus der Bildung der Resultante in Determinanten- 
form durch die Entwickelung dieses Ausdrucks, wie sie im 
Artikel 14, p. 114 angegeben ist, dass die Resultante 
der neuen Formen ü, V sich von der der ursprünglichen 
nur durch eine Potenz der Substitutionsdeterminante imter- 
scheidet, deren Exponent mit der Zahl der Reihen jener 
Determinante identisch ist; für zwei Gleichungen des m'*" 
und n'*" Grades und m > « also um den Factor 

Dieses Ergebniss erlaubt unter anderen eine einfache An- 
wendung auf die partiellen Differentiale einer beliebigen binä- 
ren Form nach den Veränderlichen derselben. Für die Form 

Mz=0, d.i. OqX^ + OiX^-^y + a^x'^-^y^ + ... +a„y« = 

sei die aus ihren partiellen Differentialen 
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du du 

dx^ dy 

gebildete Resultante 

Ä = 0. 

Durch die Substitution 

verwandelt sich die Form in 

?7=0, 
ihre partiellen Differentiale werden 

du du 

dX^ dY 

und die Resultante derselben sei 

R = 0. 
Die Relationen 

dV o ^^ \ f/ ^^ ^^ du , du 

dX^ ^ di'^^ dy' dY^'^ dx^ ^ dy 

zeigen die lineare Verbindung der transformierten Differentiale 
mit den ursprünglichen, und mit Rücksicht darauf, dass die- 
selben vom Grade (n — 1) in den Veränderlichen sind, hat man 

B=(^/-iS'y)-».Ä. 

Für jede binäre Form ist die Resultante ihrer 
beiden mit Null verglichenen partiellen Differen- 
tiale eine Invariante. 

Diess wird durch die Darstellung dieser Function mittelst 
Gliedern der Wurzeln der ursprünglichen Form ferner er- 
läutert und als mit dem Früheren in vielseitiger Verbindung 
erkannt. Man hat in den früheren Bezeichnungen 

oder wenn man cci der Homogenität wegen durch 

Vi 
ersetzt, bei 

«0 = yi y« • • • y« 
« = i^yi—^iy) (pyt—^ty) • - • {^yn—^ny) 

und somit 
du 

Dieser Ausdruck wird durch die Substitution der ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung 

« = 

auf je eines seiner Glieder, nämlich immer auf dasjenige re- 
duciert, in dessen binomischen Factoren die betreffende Wurzel 
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selbst nicht enthalten ist, also für die Substitution von :r|, yi; 
^f> ytj etc* respective auf 

etc. 

Das Product dieser sämmtlicheri Substitutionsresultate lie- 
fert- die Resultante der Gleichungen 

du 

in der Form 

ViViVz'" (^1^2— ^2 i^i)*(ä?iy3— ^3^1)' (^2^3—^32/2)' • • •; 
welche zu der hier zu betrachtenden Resultante von 

du du 

dx ' dy 

in einer sehr einfachen Beziehung, steht. Denn diese Letztere 
ist das Product der Substitutionsresultate, welche durch Ein- 
führung der Wurzeln von 

du , du 

— = in — =0 
ax dy 

erhalten werden; nach der auf Grund der Homogenität der 
Function u = stattfindenden Relation 

du , du 

dx dy 

du 

liefert aber die Substitution irgend einer Wurzel von — , 

welche wieder durch die Werthe ar,, y^ bezeichnet sein mag, in 
den Ausdruck für » u nothwendig das Resultat 

yil— 1; 



/du\ 



und das Product sämmtlicher Substitutionsresultate oder die 

Resultante von 

du 
« = 0,-=0 

ist somit 



{du\ /du\ (du 
/dfiV (du\ /du\ 

- "" \ry), \ryj, WA ■ • ■ ' 



• • • 



d. i. gleich dem anfachen Product aller durch Substitution der 
Wurzeln von 
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du . du 

dx dy 

erhaltenen Resultate, oder gleich der «Iq fachen Resultante der 
Gleichungen 

du du 

dx ^ dy 

Man findet also diese Letztere aus der Ersteren, wenn 
mit jene mit 

«0 oder y^ytlfz* ^ 
dividiert, d. h. man erkennt sie als ausgedrückt durch 
{x^y^^x^y^y {x^y^—x^y^Y {x^y^-^Xj.y^f . . . 

Die Resultante der mit Null verglichenen par- 
tiellen Differentiale einer binären Form, welche als 
eine Invariante vorher erwiesen ist, wird somit als das 
Product der Quadrate aller Differenzen der Wur- 
zeln dieser Form erkannt. 

Sie wird als Discriminante der Gleichung und Form 
bezeichnet, aus welcher sie abgeleitet ist (Art. 10, p. 78). Ihre 
Gleichheit mit Null ist die Bedingung, unter welcher die vor- 
gelegte Gleichung ein Paar übereinstimmende Wurzeln hat; 
wird diese Letztere als Ausdruck eines geometrischen Elemen- 
targebildes betrachtet, so bezeichnet das Verschwinden der Dis- 
criminante die Existenz eines doppelten Elements in demselben ; 
in diesem Sinne ist sie in den Ent Wickelungen des ersten Ab- 
schnitts (Art. 2) entscheidend hervorgetreten. Er wird ferner 
erläutert durch die Erkenntniss ihrer Bedeutung in dem Zu- 
sammenhang des Stürmischen Theorems. (Art. 11.) AJs die 
symmetrische Function der sämmtlichen Quadrate der Wurzel- 
differenzen steht sie in einer leicht erkennbaren Beziehung 
zur Resultante zweier Formen, welche so ausgedrückt wer- 
den kann: Das Product der Discriminanten zweier 
Formen ist der Quotient aus der Discriminante des 
Products dieser Formen durch das Quadrat der Re- 
sultante derselben.' Die. Discriminante des Products ist 
das Product der Quadrate der Differenzen aller Wurzeln beider 
Formen und unterscheidet sich somit von dem Product ihrer 
Discirminanten, als in welches nur die Producte der Quadrate 
der Differenzen der Wurzeln einer jeden Gleichung für sich 
eingehen, durch das Product der Quadrate aller Differenzen 
der Wurzeln der einen Form mit denen der andern, d. h. durch 
das Quadrat der Resultante beider Formen. 

Es ist hiemach offenbar, dass die Discriminante jeder bi- 
nären Form nach den verschiedenen Methoden der Elimination, 
also insbesondere auch als eine symmetrische Determinante nach 
der Bezout- Gay ley' sehen Methode, aus ihren partiellen 
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Differentialen entwickelt werden kann. So ist die der Glei- 
chung dritten Grades 

die Resultante der Gleichungen 

ZoqX^ + 2a, xy + a^f^O, 
aiX^-\'2a^xy -f- 3a8y* = 0, 

und kann somit aus dem bekannten Ausdrück derselben durch 
eine einfache Coefficientenveränderung abgeleitet werden,*) etc. 

Die Resultante zweier Gleichungen ist, wie die Discri- 

minante einer Gleichung, eine symmetrische Function der 

Wurzeln und specieller eine Function der Wurzeldifferenzen. 

Die Ausdrückbarkeit derselben als Product einer Anzahl 

von Factoren von der Form 

(^iyt — ^zyO 

ist im Vorigen als Kriterium ihrer Invarianz erschienen. 
Man erkennt leicht, dass jede symmetrische Function 
der Wurzeln einer Gleichung, die zugleich eine 
Function der Wurzeldifferenzen ist, zu den In- 
varianten gehört, wenn in jedes ihrer Glieder alle 
Wurzeln der Gleichung in dem nämlichen Grade 
eingehen.**) 
Die Function 

2; («,-«,)* 
ist für die Form des zweiten Grades eine Invariante (die Dis- 
criminante), aber nicht für die des vierten Grades, denn für 
diese > ist 

2 (^-^y = 2y,'y,Hx,y,-^x,y,y. 

\ yi y\) 

Für die Formen des vierten Grades ist dagegen 

eine Invariante, weil sie durch Substitution und Beseitigung 
der Nenner in 



*) Die Discriminante der cubischen Form findet sich schon bei 
Eisenstein, in ,, Auflösung der Gleichungen von den ersten vier 
Graden", Crelle's „Journal für die reine u. angew. Mathematik", Bd. 27, 
p. 105. Wir verweisen darauf, weil auch manches Andere dort eng mit 
der Theorie der Invarianten zusammenhängt. Diess erhellt besonders 
aus der Vergleichung mit Öylvester's wichtigen Arbeiten im „Cam- 
bridge & Dublin Math. Journ." Februar und November 1852 ,,0n the 
Principles of the Calculus of Forms". 

**) Vergl. Salmon, „Lessons introductory" etc. p. 53. 
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übergeht, nnd dieselbe Function ist für Formen des sechsten 
Grades keine Invariante, weil sie dann auf demselben Wege 
die Gestalt 

annimmt. 

Das Erste gilt für Formen deö dritten Grades von der 
Function 

(of, — «,,)« (ofj — cc^'^ {a^ — «,)'; 

ihrer Discriminante nach dem Vorigen. 

Für die Formen des vierten Grades ist die symmetrische 
Function 

S (flf, — a«)' («8 — 0^4)* («1 — «s) («2 — «4) 
eine Invariante, weil sie ebenfalls den gestellten Bedingungen 
entspricht; sie enthält in jedem ihrer Glieder jede Wurzel drei- 
fach. Sie kann in der Form 

j («,—«,) («s— «4) — («1— a3)(a4— «2) } ! («1— a8)(a4— «2) — («1— a4)(«2— «3) I 

{ («1— «4) («2— «3) — {(^i'-CCz) («8— «4) I 

geschrieben werden, in welcher ihr Zusammei(hang mit der In- 
variante der harmonischen Relation im Art. 2 sich unverkennbar 
ausspricht. 

Allgemein ist 

-S(a,— «j) (OTJ— Ofj) («8 — «4) 

der Ausdruck einer Invariante, wenn dem ausgesprochenen Ge- 
setze genügt ist. 

In der That kann man auf diesem Wege alle 
Invarianten binärer Formen entwickeln, da es er- 
sichtlich ist, wie zur Uebertragung solcher symmetrischer 
Functionen der Wurzeln in Functionen der Coefficienten die 
Entwickelungen und Tafeln über die symmetrischen Functio- 
nen die bequemste Möglichkeit darbieten. • Nicht minder 
können Covarianten als symmetrischeFunctionen 
der Wurzeln gebildet werden und es ist auch dabei 
allein wesentlich, dass jede der Wurzeln in gleichem Grade 
der Vielfachheit in die symmetrische Function eingehe. 

Für cubische Formen ist z, B. 

eine Covariante, welche in der weiteren Darlegung dieser Un- 
tersuchungen eine hohe Wichtigkeit erlangen wird. Ebenso 

I («i-«2) (-^-«3 y) — (a2-«3) ( ^-«1 y) ! I («2-03) f ^-«1 y) — («3-«! ) (^-«2 y) \ 
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oder 

£ (a?— of,y)' {x—a^y) (ofi— «s)* («i— «2). 
Für die Formen des vierten Grades ist 

-S («1 — «,)* {x — of, y)« (a? — «4 y)« 
eine covariante symmetrische Function, etc. 
Allgemein wird 

Ausdruck einer Covariante, wenn jede Wurzel der gegebenen 
Form in dem nämlichen Grade in denselben eingeht. 

Andere Methoden; namentlich aber allgemeine wichtige 
Eigenschaften der Invarianten und Covarianten , deren 
Kenntniss für weitere Untersuchungen imentbehrlich ist, 
führen schneller und unabhängiger zum Ziel ihrer Ent- 
wickelung in Function der Coefficienten der vorgelegten 
Formen. Jedoch ist die vorbezeichnete Darstellungsweise 
der Invarianten und Covaa-ianten binärer Formen als sym- 
metrische Functionen und Functionen der Wurzeldiflferenzen 
von entscheidender Wichtigkeit für das Verständniss der 
geometrischen Bedeutung dieser Formen. 

Hier mag noch an die Sylvester 'sehen Formen der 
Stürmischen Functionen erinnert werden; das Vorige wird 
zur Erkenntniss genügen, dass die darauf bezüglichen Theo- 
rien in der hier gewählten Darlegung aufs Engste mit der 
Theorie der Invarianten und Covarianten verbunden sind, 
und dass ihre Wichtigkeit in eben diesen Zusammenhängen 
begründet ist. 

18. 

Man kann zunächst zur Ableitung von In- 
varianten und Covarianten der binären Formen 
von der näheren Betrachtung der Art gelangen, 
in welcher die partiellen Differentialquotienten 
derselben durch die lineare Substitution trans- 
formiert werden. 

Von der homogenen binären Form n^*^" Grades 

w = 

gelange man durch die Substitution 
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zur transformierten Form 

U — O. 
Das Symbol 

iß, /) 

bezeichne nach einer schon mehrfach benutzten Abkürzung 
die Substitutionsdeterminante. 
Man hat 

(^,/)Jf=:/a:-yy, (^, /) y=~|5'^+ |5y , 
also 

Nun ist 

du_dü dX. dü_ dY_ 
dx~~^ dX' dx dY'dx' 
du_dü dX dU dY 
~d^~'dX''d^'^dY'd^'^ 

also mit Beachtung des Vorigen 

,. du dU , du ^ 

^^ly^Ty^-dX^+dY^' 



Schreibt man diese Gleichiuigen in der Form 

,dV\ 



du_ ,1 (^ du , , 

so lehren sie durch Vergleichung mit den Substitutions- 
relationen 

dass, abgesehen von dem Factor 

1 

die Differentialquotienten 

du , du 
-r-und — -r- 
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durch die Substitution in derselben Weise transfonniert 
werden, wie die Veränderlichen 

y und X] 
denn man erhält aus den letzten Formeln die Substitutions- 
gleichungen; indem man 

du . du 

durch 

y imd Yy 

du ^ du 

durch 

X und X 
ersetzt. 

Man schliesst daraus denSatz} Wenn die ursprüng- 
liche Form 

« = /'(^;y) 

durch eine lineare Substitution von der Deter- 
minante (/5, /) in die transformierte 

übergeht, so ist 

so dass die Function 

/dU _dU\ 

' \d Y' dx) 

eine Invariante oder Co Variante der Form /'(a:,y)ist. 

Auf die quadratische Form 

a^a^ + a^xy + a^f 

angewendet, hat man 

d« d^ d^ 

'''df'''''d^^'''d?' 

als ein Operations-Symbol, dessen Differentiale sich eben auf 
die gegebene Form beziehen. 

Man erhält durch Entwickelung den Ausdruck 

dessen invarianter Character aus dem Früheren (Art. 2) schon 
bekannt ist. 
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Man erhält ebenso für die Form des vierten Grades 
das Symbol 



nncl durch Entwickelung 

12 «004 — 3 «1 «3 + «2*» 
welche Function zu der entsprechenden transformierten in der 
Relation steht 

(1200 «4 — 3 £1103 + 02^) = >-^— ,x 4(12^0^ - 3-4, A^ + A^y, 

\?^y ) 

und für die des sechsten Grades 

das Symbol 

^ <f d® _ rf^ d" d« d« 

""« d^^^ d^"''''' V^"'''^;^^+'''*de/2da: """' d^ di^ 
und die Entwickelung 

Alle so erhaltenen Invarianten sind vom zweiten Grade 
in den Coefficienten der Form. Ihre Bedeutsamkeit wird 
weiterhin an einem Beispiele aus der Theorie der algebrai- 
schen Gleichungen eingehend gezeigt werden; es ist aber 
zuvor zu bemerken, wie die entwickelten Operationssymbole 
durch ihren ganzen Bau gewissermaassen die numerischen 
Binomialcoefficienten fordern und sie erhalten, wenn man 
dieselben in der ursprünglichen Form gleichfalls voraussetzt, 
d. h. die allgemeine Form nicht als 

(öo, öl, «2, ... ön5^, y)", 
wie bisher, sondern als 

K;«i; «2; • • • «n$^, yf 

bestimmt. Man erhält dann für 

a^x^ + 3 «1 a*?/ + 3 «2 ^y^ + «3 yS 
a^x^ + 4a, x^y + ^a^x^y^ + \a^x if" '\' a^y^ 

die mit denselben numerischen Coefficienten versehenen 
Operationssymbole 

d« d« d« 

'''>dp""^''*^^ + '''d^^ 

etc., 

Fiedler, neuere Geometrie u. Alg-ebra. 10 
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und die Resultate- 

«004 — 4 «1 «3 + 3 a^y 

^0^6 Ö ®1 ^5 + 1^ ^2 ^4 10 Oj*, 

in welchen sich das einfache Gesetz der numerischen 
Factoren nicht verkennen lässt, nach welchem ihre 
algebraische Summe für jede dieser Invarianten 
Null beträgt. Ein solches Gesetz ist ein zu 'bequemes 
Verificationsmittel, als dass man sich dasselbe ohne Noth 
entgehen lassen dürfte; im Folgenden werden daher die bi- 
nären Formen als mit Binomialcoefficienten behaftet voraus- 
gesetzt. Man geht von der bisherigen Bezeichnung zu der 
so erhaltenen über, indem man jeden der Coefficienten mit 
der zugehörigen Binomialzahl dividiert. 

Die Bildung dieser Functionen zeigt sogleich, 
dass sie für Formen von ungeradem Grade iden- 
tisch mit Null werden, so dass für dieselben keine In- 
varianten dem gegebenen Bildungsgesetze entspringen. 

Aber es kann dasselbe auf die Verbindung 
zweier Fot'men übertragen und die gefundenen 
Operationssymbole können auf Formen änderer 
Grade angewendet werden, als diejenigen, aus 
welchen sie selbst abgeleitet sind. 

Man erhält so für die beiden quadratischen Formen 
üqX^ + 2ö, a?y + «a^S «o'^* + 2a/a:y + öjV 
durch das der ersten entspringende Symbol 

wenn man die darin erscheinenden Differentiale auf die zweite 
Form bezieht, als Resultat die bekannte Invariante 

welche in der Form ohne Binomialcoefficienten 

20^0^ + 20^02 — ö, a/ 

als die symmetrische Function der Wurzeln beider Formen 

2 («t «2 + cc/a^') — (ofi -I- ofj) (of/ -I- «/) 

und der analytische Ausdruck der harmonischen Relation zwischen 
beiden durch die Formen selbst bestimmten Elementenpaare 
aus Art. 2 bekannt ist. 

Man erhält für die cubische Form 



— 147 — 
durch Anwendung der beiden analogen Operationssymbole 

d^ d^ ^ d^ 

«3 T-^"~2a2 -— -- + «1 



dx'^ dxdy dy^ 

die Ergebnisse 

«0 («2^ + «3«/) — 2a, («1 o: + flg«/) + «s («o^ + «i y)? 

d. i. 

2 ar («0 Ö2 — «i"^) + «/ K «a — «1 Ö2); 
2y («1 «3 — V) + or («0 03 — «1 «2)- 

Der näheren Untersuchung dieser Zusammenhänge ge- 
hört das Folgende an. 

Wenn man zuerst noch einmal das für zwei quadrati- 
sche Formen vorher gegebene Beispiel betrachtet, so fällt in 
die Augen, dass in dem Symbol 

d* d« . d? 

® dy^ ^ dydx ^ ^ dx^^ 
dessen Differentiale sich auf die zweite jener Formen be- 
ziehen, die Coefficienten a^j a^j ag, als die zweiten Diffe- 
rentiale 

^ d^ d^ 

dx^^ dxdy^ dy^ 
respective, bezogen auf die erste Gleichung, angesehen wer- 
den können. Unterscheidet man dann die Veränderlichen 
beider Formen als 

X , y und x, y, 

als welche aber stets gleichzeitig und durch dieselben Sub- 
stitutionen transformiert werden, so kann man jenes Sym- 
bol als die Entwickelung von 



( 



d d d__ rf_Y 

dx dy dx dy) 



ansehen. Und in der That lässt sich leicht zeigen, dass 
Symbole wie 

d d d d 

dx dy' dx' dy 

und alle Potenzen desselben covariante Opera- 
tionssymbole sind; es genügt, daran zu erinnern, dass 

(py— X y 

10* 



.«' 
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ein invariantes Symbol ist, weil durch die gleichzeitigen 
Substitutionen 

^ xy'^x'y=:(ßY'^ß^y)(Xr^XY) 
gefunden wird, und dass die Diflferentialquotienten, vom Vor- 
zeichen abgesehen, ebenso wie die Veränderlichen selbst 
transformiert werden. 

Für zwei Formen m, v erhält man durch das Symbol 

du dv du dv 
dx dy dy dx 

die in der Theorie der Elimination bedeutungsvolle Jacob i'- 
sche Determinante 



da 


dkl 


dx^ 


dy 


dv 


dv 


dx' 


dy 



Jede gemeinschaftliche Wurzel der beiden Gleichungen 

w = 0, f?=:0 
reduciert auch diese Covariante auf den Werth Null. 

Wenn diese Symbole sich zunächst auf zwei binäre For 
men anwenden, so gelangt man zu Operationsformeln für 
eine binäre Form, welche unten von anderen Gesichts- 
punkten aus wieder gefunden werden, wenn man diese bei- 
den Formen als identisch voraussetzt. 

Beispielsweise entspringt mit dieser Identität aus 

/d_ d d^ d_Y 

\dx dy' dx dy) 



ds^ dy^ dx'^ dy^ dx dy dx dy 
das neue Symbol 

da^ dy^ \dx dy) ' 

Aber diess gilt nur von Symbolen mit geradzahligen Ex- 
ponenten; diejenigen, welche ungeradzahligen Exponenten ent- 
sprechen, verschwinden identisch. Wenn allgemein das Symbol 

[d_d d rf_\" 

\dx dy dx' dyj 

unter der Voraussetzung « = 2Ä auf die Form des nämlichen 
Grades 
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angewendet wird, so erhält man eine quadratische Inva- 
riante, und die allgemeine Form derselben ist 

. «(«—1) . , , -1 ^ ^ \2 / * 

öo«« — ««1 «/,-! + -V"T- Ö2«/i-2 + — +(-l)2 .an. 

1 • i& W 2 

2 

Die Entwickelung derselben soll weiterhin ats ein Beispiel 
des Gebrauchs allgemeiner Gesetze gegeben werden. 

Es erhellt aber endlich aus derselben einfachen Betrach- 
tung, dass für eine beliebige Zahl von Formen, 
deren Veränderliche' als 

r r it ff fft fff . 

^, y; ^7 i^; ^ » 2/ ; ^ » y ; etc. 

von einander unterschieden werden, das Product 

/d d _d_d^fd_d d d ^ /d d d d y 

\dx dy' dx dy) \dx dy" dx" dy) \dx' dy" dx"' dy" ) 

ein covariantes Operationssymbol sein muss. Es 
ist offenbar, dass dasselbe durch die Voraussetzung der 
Identität aller dieser Formen oder mehrerer von ihnen eine 
weitere Quelle von Co Varianten und Invarianten auch für 
die einfacheren imd häufigeren Fälle ist. 

Aber ein anderer AVeg eröffnet sich mit folgender Be- 
trachtung. 

Wenn die Veränderlichen x^ y und x ^ y stets zugleich 
durch dieselben linearen Substitutionen transformiert werden, 

so liefert eine Substitution der linearen Verbindungen 

X'\'hx\ y + ky 
statt Xyy in die Function u=:f(x,y) bei der Entwickelung 
nach aufsteigenden Potenzen von k für die Coefficienten die- 
ser letzteren die allgemeine symbolische Form 

{ ,du ^ , duV 

Jeder dieser Coefficienten ist eine Covariante 
der ursprünglichen Form, d. h. die vorher erörterten 
Symbolformeln übertragen sich in allgemeinerer Gestalt auf 
das ganze Gebiet der Covarianten. Denn man hat 

ßX+yY+k{ßr+yr) = ß{X + kX') + y{y + kr), 
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d. h. es jst von demselben Erfolge, ob man in der Original- 
form zuerst x-{-kxy y-\-ky für x und y einsetzt und dann 
durch lineare Substitution transformiert, oder ob man diese 
letztere zuerst vollzieht und sodann für X und Y die Werthe 
X-\-kX'y Y-\-ky' einführt. Wenn also bei der vorgesetzten 
Transformation die Originalform u=^f{x^y) in die neue Form 

U=.f{X,Y) 
übergeht, so liefert die Substitution 

x + kx\ y + ky 
für X und y in 

nothwendig dasselbe Resultat, wie die Substitution von 

X+kX\ Y+kY' 
für X und Y in 

Und da endlich k eine vollkommen unbestimmte Grösse ist, 
so müssen die Coefficienten der entsprechenden Potenzen 
von k in den beiden Entwickelungen identisch übereinstim- 
men, welche mittelst des Taylor 'sehen Satzes für beide 
Operationen sich ergeben. 
Man erhält also 

/ ,rfw . ,duY ( . du , ^,düY 
VTx + yTyJ-^VdX'+^dY')^ 

wenn man durch das Symbol 



( 



,du , fduY 



die Entwickelung 

V^''«^,„ v-i . rf^tt , r(r-i) ,^_2 ,^ d'-u , ,^d'^u 

"" (te-"^^ ^cto-t%"*" 1.2 "" y (to'-2rfy2+--+y ^ 

abkürzend bezeichnet. 

Es scheint geeignet, hier anzudeuten, welches der geo- 
metrische Sinn dieser Substitutionen ist; wenn die Verände:|:- 
lichen x^y dem analytischen Ausdruck eines geometrischen 
Gebildes angehören und Xy y einem Element entsprechen, 
welches mit jenem in fester Verbindung ist, so werden beide 
Gruppen von Veränderlichen einer Coordinatentransforma- 
tion entsprechend gleichzeitig auf gleiche Weise, d. i. durch 
die nämliche Substitution transformiert. Der Einführung von 
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X + 1ix\ y -{-hy statt x^y^ 
oder von 

X+kX\ y+kY' statt X,Y 
entspricht aber die Auffassung von Elementen, die zu den 
ursprünglichen in einfachster unveränderlicher Beziehung 
stehen : Theilpunkten der geradlinigen Strecke zwischen den 
Originalpunkten, Theilstrahlen des Winkels zwischen den 
Originalstrahlen, welche beide dem durch die Constante k 
bestimmten Theilungs Verhältnis s entsprechen. 

In der Ebene, d. i. bei homogenen Formen mit drei 
und im Räume oder bei Formen mit vier Veränderlichen, 
führen die analogen Betrachtungen zur analytischen Theorie 
der Polaren, wie es als bekannt gelten kann.*) 

Von diesen Formen gilt der folgende Satz: Wenn in 
der Entwickelung von 



( 



,du , ,duY 
Ts + ^Ty) 



zuerst die Grössen x,y als Constante und x'yy 
allein als Veränderliche betrachtet werden, so 
ist jede ihrer Invarianten eine Covariante der 
Originalform, sobald man in ihr x^ y wieder als 
Veränderliche gelten lässt. 
Denn sobald in dem Ausdruck 

(,du , duV 
^ Tx^^ d^J 
die Grössen x', y allein transformiert werden, so dass der- 
selbe in die Form 

«0 A'*- + ra, r^-^ y'+ 'lO^Zi) a^r^-^Y'* + ... 

übergeht, so ist eine Invariante dieses Ausdrucks eine 
Function seiner Coefficienten, die nur durch eine Potenz der 



*) Man kann dafüv vergleichen G. Salmon, ,,A treatise on the 
higher plane Curves," p. 54 f. oder des Verfassers dieser Schrift Ab- 
handlung über ,,die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer 
Ordnung** in der Zeitschrift für Mathematik und Physik von Schlö- 
milch etc., Bd. IV, p. 112 f. 

Für die weitere Entwickelung dieser Verhältnisse ist auf die in 
Vorbereitung begriffene deutsche Ausgabe von O. Salmon's „Lessons 
introd to the modern higher Algebra** zu verweisen. 
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Substitutionsdeterminante von der gleichgebildeten Function 
der Coefficienten a^, a^, , . . verschieden ist. Nach dem Vor- 
hergehenden gehen aber eben diese Coefficienten «o^a, ,... 
durch die lineare Transformation von x, y in 

dru d'-U 

dXr' dX^~-^dY' ^*''- 

über und jede Invariante des entwickelten symbolischen 
Ausdrucks 



( 



,du ,duV 
dx dxj 



für constante cc, y ist daher eine Function der Differentiale 
der gegebenen Form, welche durch die lineare Transforma- 
tion in eine gleiche Function der Differentiale der transfor- 
mierten Form übergeht, d. h. eine Covariante derselben. 

Wenn vorher gezeigt wurde, dass jede binäre Form von 
geradem Grade eine quadratische Invariante besitzt, so sieht 
man nun, dass jede derselben ein allgemeines Covariantcn- 
symbol hervorbringt. 

Der Ueberblick jener quadratischen Invarianten 

Qq «2 — «1^ für die quadratischen , 

«0^4 — 4flr, öTg -f- 3r/2* für die hiquadratischen Formen , 

f'ofh — Ö^i ^5 + 15 «2 ^4 — 10 «3'^ für die Formen des sechsten Grades, 

etc. 

liefert auf Grund der jetzigen Betrachtungen die co Varianten 
Symbole 

d^u d^u / d^u Y 
dx^ dy^ \dx dy) ' 

anwendbar auf alle binären Formen, deren Grad nicht kleiner 
als zwei ist; 

d^ud*u_ d*u d^u / d*u V 

d^~dy^ "^dx^ dy dx dy^ "'" ^ \dx^ dyV ' 

für Formen, deren Grad mindestens gleich vier ist, etc. 

Als Beispiele der daraus entspringenden Covarianten kön- 
nen die durch das erste Symbol aus Formen des dritten und 
vierten Grades abgeleiteten des zweiten und vierten Grades 
dienen, welche hier stehen 

2/ 2\ I rt (ßo^z a^a2) ,2/ 9^ 

a''^(aoÖ2 — a,0 + 2a?t/^^ ^ + ?/' («1 «3 — «2 ), 

und 
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Dabei knüpft sich an das erste dieser Beispiele die Be- 
merkung, dass jede Form von ungeradem Grade eine 
Covariante besitzt, die in den Coefficienten wie in 
den Veränderlichen vom zweiten Grade ist. Der Aus- 
druck 



( 



^ Jx^^ Jy) 



(wenn n der Grad der gegebenen Form ist) ist für eine solche 
Form von geradem Grade in x\ y und vom ersten Grade in 
j?, y; wenn man daher auf ihn dasjenige unter den vorher- 
gehenden covarianten Operationssymbolen anwendet, welches 
eine Invariante seines Grades in x\ y liefert, so erhält man 
die bezeichnete Covariante. 

Man kann endlich aus so gewonnenen Cova- 
rianten nach den vorher auseinandergesetzten Re- 
geln neue Invarianten bilden, um von diesen nach 
den jetzt entwickelten Betrachtungen über den 
Zusammenhang derselben mit covarianten Opera- 
tionssymbolen zu neuen covarianten Formen über- 
zugehen. 

So erhält man z. B. aus der Form des vierten Grades 

(«0, «1, «2, «3, a^x^py 
nach dem Früheren das Invariantensymbol 

"» rf? ~ "''' dTd^ + ^"^ dTd^ - *"' rfTrf^ + "^ d^ • 

Wenn man diess auf die oben gegebene Covariante des 
vierten Grades der biquadratischen Form anwendet, d. i. auf 

so erhält man die neue Invariante 



— 4fl3 ^^ ^ + «4(«0Ö2 — «l') 



oder 
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In Folge dessen aber ist 

dx^ dx^dt/dt/ dx*\dxdy^/ Xdx^dyJ dy* 

d* d^ d* _ /d^^ Y 

djr^ dy da?' dy* dx dy^ \dx* dt^J 

ein neues covariantes Symbol für alle Formen, deren Grad vier 
übersteigt. 

Um die Mannichfaltigkeit der Entwickelungsmethoden 
zu veranschaulichen, ohne uns doch allzusehr in derselben 
zu verlieren, mögen hier nur noch zwei allgemeinere Sätze 
bezüglich derselben bewiesen sodann aber einige Anwen- 
dungen auf die Theorie der algebraischen Gleichungen dar- 
gelegt werden. 

Der eine von ihnen knüpft sich an das covariante Ope- 
rationssymbol 

d'M d'« / d^« Y 

dx^ dy^ \dx dyj '* 
welches oben gegeben ist; man kann dasselbe in der Form 
einer Determinante 

i d^u d^u 
dx^ ' dx dy 
d^u d^u 



dxdy^ dy^ 

schreiben, die man nach dem Geometer, der die ersten und 
bedeutendsten Anwendungen von ihr gemacht hat, die Hes s er- 
sehe nennt, und es alsdann als den einfachsten speciellen 
Fall (m = l) der folgenden symmetrischen Determinante an- 
sehen 



d^*" w 



d'^*» u 



d^ 



m 



U 



da?2m ' dx'^'^-^dy' dx'^'^-^dtf 
d-'^u d^'^u d^"*u 



• • • 



\ dx'^^-Uy' dx'^*^-'dy^' dx^^'-^dy^' ' 



d'^'^u 



d2 



m 



U 



d^'^u 



dx'^'^-^dy^' dx^''*-^4y^' dx'^'^-^dy^' 



oder 
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m 



Dieselbe repräsentiert stets eine Covariante 
oder Invariante der ursprüngliciien Form 

w = 0. 
Denn durch die Substitution 

x^ßX+yY, y = ß'Ä + y'Y 
und für 

t+j = m 
geht der Dififerentialquotient 

dx*dyj 
in die neue Form 

d'^u 

dX' dYJ 
über, und man hat 

dZ« d YS "" ''^* dx^'^ ^3 dx^-^ dy^'"^ »'J dy^ ' 
worin //] Functionen der Substitutionscoefficienten sind, deren 
Gesetz aus folgenden Werthen deutlich hervorgeht 



/<»;^'=':^ ß»ß'<-^y'J+ .y^y'-'/sy-' +^^^ß'^/r'-^ ' 

Die zu betrachtende Determinante wird durch dieselbe 
Substitution in 

übergeführt und kann darnach ^ wie folgt zusammengesetzt 
werden. Sei die Determinante aus den eben dargestellten 
Coefficienten der transformierten Differentiale 
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und die Determinante 



2 + 



d'^^u 



rf2 



m 



U 



rf2 



m 



t« 



= //, 



so bestehen nach dem Multiplicationsgesetz der Determinan- 
ten die Relationen 

L . ^m ^=H s 

mid 

Es bleibt also zum Beweis der ausgesprochenen Be- 
hauptung nur noch zu zeigen übrig, dass L mit einer Po- 
tenz der Substitutionsdeterminante 

(ßy'-ß'Y) 

übereinstimme. 
Dazu sei 



und 



^' = 6, y- = e 
ß Y 



I / 



j3' yj »'^ 

man dividiere alle Elemente der ersten Reihe der Determi- 
nante L durch /3"», alle der zweiten durch ß"*~^y, der drit- 
ten durch /S'""^y^ etc...., der letzten durch y"», so erhält man 

^"»»o ' Vo ' • • • Vo 



m(m4-]) m(m4-l) 



L = ^ 



(1) 



(m) 



*m-l,l, *^,,„ . . . 6„_i_i 



V 



m 



> ^n m > • • • \m 



0,m 



m(m4-l) 



Unter den Elementen dieser Determinante Bm bestehen 
aber die folgenden Relationen: 

Man transformiert dieselbe also durch Subtraction der 
Elemente jeder folgenden Reihe von denen der vorhergehen- 
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den, indem man noch beachtet, dass in Folge dessen jedes 
Glied der ersten Reihe durch (c—b) theilbar wird, in 



^«, = (^-6)"». 



:(!) 



1 b^ ' 

A> ^m— 1,0' 

^» TO-.2,1» 



*'m — 1,0 
^(m-1) 



(1) 



^^O,»! — 1 



1 b^ ' 

und erhält somit durch successive Ausmittelung 
in Folge dessen aber nach dem Vorigen 

m(»i+l) 

L = (|S/-|S'y) ' , 
womit der Satz bewiesen ist.*) 

Man darf natürlich statt der Function u selbst eine be- 
liebige bereits bekannte Covariante derselben den angegebe- 
nen Operationen unterwerfen , ohne den Erfolg zu verändern. 

Man erhält vermittelst derselben Invarianten der Form, 
wenn der Grad derselben w = 2 m ist , also nur für Formen ge- 
rader Grade; der allgemeine Ausdruck der so ent- 
springenden Invariante der Form w^^" Grades ist die 
symmetrische Determinante 



«0 » «1 



a^ j ^2 



2 

J-+1 






n 



sie ist vom Grade 



(!+')' 



in den Coefficienten der Form, also 



für Formen des 2. , 4. , 6. , 8. Grades respective vom 2. , 3. , 4., 
5. Grade, z. B. für die Form des vierten Grades 



«0, «1, a, 

Ö2 j flf 3 ) Ö4 



*) Vergl. Brioschi in den Annalen von Tortolini 1. 1, (1858.) 
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welche durch Entwickelung als 

die schon gefundene cubische Invariante biquadratischer For- 
men erkannt wird; die gegenwärtige Entwickelungsweise hat 
die symmetrische Detenmnantenform ihrem Ausdruck hinzu- 
gefügt. 

Ueberdiess lassen sich aber aus bekannten Covarianten 
einer binären Form neue Covarianten derselben Form ab- 
leiten nach noch wesentlich allgemeineren als den früher 
erörterten Methoden. 

Sind nämlich 

A Tind /i 
bekannte Covarianten der Form 

so ist 

dx dx 
df, df, 
dy ' dy 

gleichfalls eine Covariante von «. 

Denn wenn aus /j (a?, y) und /i (a?, y) durch die lineare 
Transformation 

x==ßX+yY, y = ß^X+y'Y 

die neuen Functionen 

Fl (Z, Y) und F^ (Z, F) 

werden; so hat man 

S=tf/-/r,/,(,f;+/|), 

und erhält daraus leicht die Gleichung 

\Py PYJ » \dxdy dy dx) dX dY dYdX^ 
welche den ausgesprochenen Satz beweist. 
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Sodann eröffnet ein Satz von Hermite eine noch rei- 
chere Quelle und bildet den Ausgangspunkt einer besonde- 
ren Theorie; es genüge, auf ihn zu verweisen.*) 

19. 

Als eine einfache Anwendung einiger der so gewonne- 
nen Formen sei die Gleichung untersucht , die man als 
,,Equation aux carres de differences" einer gegebe- 
nen Gleichung bezeichnet. Man kann die symmetris 
sehen Functionen ihrer Wurzeln mit Hilfe der 
quadratischen Invarianten binärer Formen von 
geradem Grade einfach ausdrücken. 

Sei 

die vorgelegte Gleichimg, bezeichnen Sq, s, , Sg, . . . wie früher 
die Summen gleicher Potenzen ihrer Wurzeln und 2?o, -Sl , Z^, ... 
die entsprechenden Summen gleicher Potenzen für die Glei- 
chung der Differenzenquadrate, so hat man nach dem Be- 
griff der Summe 2i 



. 2t(2« — 1)(2«— 2)...(«+l) ^ . . 



und da aus der Theorie der symmetrischen Functionen die 
Belationen 

2;ai2«-2 ^^2 __. ^2 ._2 Sg — S2i , 



entspringen, so geht mit der gestatteten Vertretung von n 
durch Sq dieselbe in die folgende über 



*) Man vergleiche Grelle 's „Journal für die reine und angewandte 
Mathematik^ S ^^' 52, p. 21 f. Dazu Brioschi's Abhandlung im VII. 
Bande der ,, Annali di Scienze^^ (1856) von Tortolini p. 231, 335 und 
im I. Bande der „Annali di Matern.** (1858), p. 349. 
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2 1(2« l} 

2i=SoS2, — 2«S2,_lSi H S2i-2h— • • • 

'^^"^^ 1.2...(,-1) '*'• 

Diese aber ist die quadratische Invariante der Form 

C*o> *i> *2» • • • *2ti^? yj *• 

Für die Gleichung der Differenzenquadrate 
einer vorgelegten Gleichung ist also die Summe 
der t'*" Potenzen der Wurzeln die quadratische 
Invariante der Form 

(so, sj, . . . «2i$^, y)^'. 

Für «=1,2,3,4 berechnet, gelangt man damit zu einer 
Reihe merkwürdiger Formeln, welche von M.Roberts zu- 
erst gegeben worden sind.*) 

Die quadratischen Invarianten der Formen des 2., 4., 
6. und 8. Grades, welche zum Theil in dem Vorigen schon 
gelegentlich entwickelt sind oder aus ihrer angegebenen all- 
gemeinen Form leicht entwickelt werden können, sind 

^4 2 == «^«4 — 4«! «3 4" 302*) 

•^6,2 == «0^6—001 «5 + 150204 — IOÖ3*) 

Jq 2 = «0 ^8 — 8010, + 28 «2 «6 — 56 «3 «5 + 35 a^. 
Bezeichnen analog ^4 3 und Jg 3 die cubischen Invarianten 
der Form des 4. und 6. Grades respective, so hat man 

A3~^o^t^4"~^o^3*~"öfi'*flf4+2aia2Ö3 — «2^ 

•^6.s = öoÖ2«6— 3ao«3«5 + 2ao«4* — öi*«6+3«ifltÖ5— öl«3«4 + 2a2Ö3* 

und erhält durch Entwickelung der vorigen allgemeinen Re- 
lation für diese speciellen Fälle die Formeln 

a^ 2i =z^n\n— l) /2,2:, 

V2;3=-n«(n--l)[.V2/-^^(^H^rf <. J2,. A2 

n(n--2)(7n^l5) (^.,2) (n^3) (71^4) (ii~5) ^ , ^ 1 
+ i ""' •^^•«+ 2.3.4.5 ^» H' 



*) „Nouvelles Annales de MatWm.", t. XIX, p. 23. 
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V 



2;,=«' (« - 1) [«•/,/ - "•^" 3^^" '^ < . /..,' . J,,, 

, n'(n-2)(n-3)(«^)(«-2l)_ ,, , «(«-2) (n-3) («^) ( 3«-7) _ , , 

1 ^ '^O •'2,2*'6,2"1 q "O •'6,8 



(n — 2) (n— 3) (»—4) («—5) («—6) (n— 7) 



^0 *'8,2 I • 



2.3.4.5.6.7 
Man erhält daraus für «=2, «=3 die Ergebnisse 
«0* -Si = a/^ (cf, — a^y = — 4 K«« — «i*)» 
«0* ^2 = «0* -^ («1 — «2)* = 4 . 4 («0 «2 — «i*)S 
, a,'i:, = a,'Z{a, -«,/ = -~ 4 . 16 («o«2-«i')', 

<2i = <-2: («,-«,)'= 4.64 («002-«!^; 

«0*2:2 = ^2; («,-«,/= 18.9 K «2 -V)', 

<2;3==a,«2;(a,-(^2)« = - 18.81 K«2-«i')', 
V -5, = V -^ («1 — «2)^ = 18. 729 («0 a^ — «1«)«. 

Für w=:4 verschwindet die hier ausgeprägte einfache Pro- 
portionalität, denn man erhält z. B. 

<2;, = «o^-S (a, - a^y = 48 [i6(öo«2 - «1*)' - ^ («0 «4 - 4«^ «3 + 3a,*) J , 
etc. 

Wenn man die Summen gleicher Potenzen der Wurzeln 
für die Gleichung der Differenzenquadrate kennt, so kann 
man auch sie selbst bilden, indem man nach der Theorie 
der symmetrischen Functionen ihre Coefficienten bestimmt. 

Man erhält die Coefficienten ihres dritten und vierten 
Gliedes z. B. in folgender Form 

2«o*-?(a, -«,)«(«, -(.3)«=-n*(n^l) («-2) [nV,/ - '^ ^/J , 
6ao«2;(a,-a0'(«i-«8)'(«i-«4)'=-^'(w-l)(«-2)[«*(«-3)V 

2 "0 •'2,2»*'4,2 2 "ü *'4,» 

I ( »-a) («-4) (»- 5) 1 

Also für n=:3 

«,<2'(«j-a,)'(of, -«,)' = -81 ./„», 
und für n=4 

Fiedler, neuere Geometrie u. Algebra. ]rl 
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V-S(a,-«,)'(a,-«3)'=-48 



\a7 ^—^ r 1 

Za^^S{a, ^ «,)' («i-«3)* («,-«4)' =- 48 [250 7,,,^+ 32floV,.j . ^4,2 - '^o^J.^z] 
etc. 

Für die Gleichung des vierten Grades hat M. 
Koberts das Resultat dieser Entwickelung gegeben; man 
erhält es mit Beibehaltung der gewählten Bezeichnimgen in 
der Form 

+ 32 . 1 44 * * (ffo* /»,2 — 1 2 J^,^^) (Za^^ t * + ^o^J^,^ t + 648 \^^ — ^'ia^Ji,^) 
+ 72.256«o*K2-^2.2--^4.«""^^o-^4,3) (13 <**+l-»4/2,2/ + 108/4,2) 
+ 108 . 4096 «0* (/4.2' — 27 /< /) = 0, 

oder 

< *• + 48 V/jj . «^ + Sflo* «^4.2+96 V) ^' 

+ 32 (128 V+16< J2.2/4.2-13«o'«^4.3)*' 

+ 16 (384 V A2-288ßo^2.2«/4,3-7flroV4/)^'^ 

^ + 1152/4,2 (2/2,2/4.2-300^4.3)« 

+ 256(/4/-27/4/) = 

durch folgendes Verfahren, auf welches hier eingegangen 
wird, weil es zugleich mit der Auflösung der Gleichun- 
gen des vierten Grades direct zusammenhängt. 

Sei 

, -A3+)^V + 64J27 ^_ -/4.3"-^./47+^ "V 

V — - _ • m —— , 

8«„' 



8«o' 



80 ist 






-/*, 



— TO^, 



und 



oder 



1 A 

• m^, — 

- , -/IT 



A = o 



4«o' 



-4A^ + /4,2A + /4.3=0 

die Gleichung von A ronhold, dieselbe Gleichung, auf welche 
auch Cayley, Hermite und Hesse in ihreri Untersuchun- 
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gen geführt worden sind. Man gelangt zu ihr, indem man 
nach der Methode von Euler in 

floiP* + 4aiJ?* + 6 «2^^ + 4ö3iF + a4 = 
einführt, so dass man 

— (3«/ — ^a^a^^ a^ + ^a^ a^a^ — «0^04) =0 
erhält, und hier 

y = ]/AXi + B+ fAX^ + B + j/Ak^ + B =zl'+u+v 
setzt, wo Ai, A2, A3 die Wurzeln der Gleichung 

sind. Dann gelten die Relationen 

2^A, =0, 2^Ai Ag = — p^ AiAjAj^ — q. 

Auf Grund der ersten unter ihnen Tind wegen 

y = t'+u+v 

erhält man 

y^—ZB=z2{t 'u+ wV+f?'/'), 

daraus durch abermaliges Quadrieren 

y' — 0By^ + 9B^ = 4(t''u^+u^v^ + vU'^) + St'uvy 

= 4 (ZB^—A^p) + St'nvy, 
also 

y*—QBy^—St'ui)'y — (SB^'-4A^p) = 0, 

und durch Vergleichung mit der oben erhaltenen biquadratischen 
Gleichung in y 

R-a'-aa --J • ^ _ <K «4--4g , «3+8«,') 

D «1 f*of*2 ' •'2,2) P —Vj » 

so dass man zugleich ^ = «o setzen darf. 
Da man dann erhält 



tVc ^zyB^—A^Bp'^A^q, 
so liefert die Gleichung 



4(2«,«— 3öo«i «2+«o*«4)=— 8 //(ai*-~ao«2)^— «o^^^ai*— aoa2);'--öoY 
und daraus 

«0^204 — «0^3^ — ff|'tf4+2a| «2 «3 — a^ /^j 

q — ___. ... _ ^^^~r •> 

4 4 

so dass 

A^ — pA + y = 

in 

4A3-J,.2A + ^4.3 = 

übergeht, welche Gleichung direct nach der C ar d an i' sehen 
Regel aufgelöst werden kann und bis auf das Vorzeichen des 

11* 
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absoluten Gliedes mit der Ar onliold-Cayley' sehen Glei- 
chung tibereinstimmt. Ihre Wurzeln A,, , Aj, A3 bestimmen die 
Werthe von y nach der vorausgesetzten Formel. Aber auch 
dieser Theil der Lösung lässt sich nach dem Vorigen einfach 
darstellen. Man hat aus der Determinantenform von Aronhold 

und erhält für die Wurzeln A^, A-g, A3 nach einem sofort anzu> 
gebenden Satze die Gleichungen 



a. 



= a)/^ + (ö*mT, 



— =z= (0* /^ + ö> m^, 
«0 

wenn 00 eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit bezeichnet. 
Derselbe lautet: 

Für n l^eliebige Grössen b^^ b^^ , . , b^ und q> als eine pri- 
mitive Wurzel der binomischen Gleichung 

Q)» — 1 = 

hat man den Werth der Determinante 

b\f ^2 , ... ^»—1 1 bn 
^2? *8» b„ , 6, 

63, 64, 6, , 62 



durch das Product 



n{n-l) 



wenn 
ist, mit 



(—1) 2 .0^.02... 0„, 
Sf = 61 + ^2 CO» + ^3 OJ»* + • • • + b„G)i^~^ 



ß},- = CD*. 

Man erkennt diess durch Multiplication der beiden Deter- 



minanten 



"2 1 b^y ... b^ 



bnj ^1? . • . 6»— 1 



und 



1.^ 1. *••. M. 

t , co^ y , , , cOfi 
1 , tö,^ ... COn^ 



1, w,", . . . a}„" 



— 165 — 



denn da die Elemente der Zeilen der als Product entspringen- 
den Determinante durch ©i, ©2? • • • ®n theilbar sind, so ist 
das Product 



= 0, . 02 • • • ®n 



1, 1 , . 

1, »n » • 
1 , Cdn-U • 



. 1 
. CD 



n 



. W/i-1 



n 



1, CO, , . • • OD," 

und man erkennt sofort, dass die Determinante, welche in dem- 
selben auftritt, sich von der Determinante des zweiten Factors 
nur durch den Factor 

w(« — 1) 

(-1) 2 

unterscheidet. 

Durch Anwendung dieses Satzes auf den gegenwärtigen 
Fall erhält man jene oben gegebenen Gleichungen für die Werthe 



a. 



und erkennt daraus 



1 /rfA\ -^2,2 ,,1, 1 

— (-77) =-T + ^^ + '«'' 

1 /rfA\ ^2 2 . r' . 9 « 



die Werthe der Wurzeln der reducierten Gleichung des dritten 
Grades in der Methode von Euler. 

Hiernach gelangt man zur Gleichung der Quadrate 
der Dffferenzen der Wurzeln, indem man aus 



+ j/(oH\+a)mi — ^ 






r ^0 



= («,-a,)»=:4 JX/ wrf+a.'mi-^+7/o.'/*+ »«»-^j 
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zieht; diess giebt durch Entwickelung nach einander 



10 «0 irty ^ 



und wegen 



•'4,2 •'4,2 



^2 /^ ^^/36w<__^Y /3^K'_iY^. 

also durch Cubieren 

A' , .^2.2, , J,,^ yß^ma,^ t Y /36/V ^ V^ 



+ 



4<\ 74,, 2/1^4,2 2/\lö'^< 2floV' 



woraus durch Entwickelung die gegebene Gleichung hervorgeht,*) 
Für 

«0* . J4,8 = 12 Jj 2^ und a^ . J4,3 = — 8 Jj/ 
erhält man ebensowohl 

2 J22 • «'4,2 = 3 (tQJ^fij 
als auch 

•'M ^' •'J,3 

und die Gleichung der Quadrate der Differenzen reduciert 
sich, wie man aus der zuerst gegebenen Form am schnell- 
sten erkennt, auf die Form 

und man erkennt, dass unter diesen Voraussetzungen die 
Gleichung der Quadrate der Differenzen zwei Wurzeln Null 
und vier gleiche Wurzeln vom Werthe 

12J2.2 



< 



besitzt. Man kann daraus sehr leicht auf die stattfindenden 
Gleichheiten unter den Wurzeln der Originalgleichung 
schliessen; dazu leitet auch die Bemerkung an, dass ihre 
Discriminante 2)4, das letzte Glied der Gleichung der Qua- 
drate der Differenzen, verschwindet. Bei der speciellen Be- 



*) Vergl. ,, Annali di Matematica da Tortolini,'* Vol. II. (1859.) 
p. 330. 
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trachtung der Formen des vierten Grades wird sich die na- 
türlichste Gelegenheit darbieten, darauf zurückzukommen. 

Eine Relation derselben Art bietet die Betrachtung des 
Gliedes in t in der Gleichung der Quadrate der Diflferenzen 
dar; der Coefficient dieses Gliedes ist abgesehen von a^ und 
numerischen Factor 

(2 Jjg • »'4,2 3 00^4 3 j J4 2 

und verschwindet also ebensowohl für 

J4.2 = 
als auch für 

2 Jjj • Jifi — 3^0 «'4,3 ^^ ^* 
Die erstere Bedingung, d. i. 

a^a^ — 4aia3+3a2*=0 
bestimmt also unter den Wurzeln «,, ce^y «3, «4 der biquadra- 
tischen Gleichung die Relation 

-2: (« , — «2)* («, — «3)' («1 — «4)' («2 — «3)* («2 — «4)* = 
oder 

2 j — ?— Y2 = Ö- 

(of, — «2)2 

Da der andere Factor des Gliedes in tj nämlich 

2 »'2,2 • •'4,2 ^^o*M,8; . 

bis auf numerische Factoren der Determinante der Summen 
gleicher Potenzen der Wurzeln 

*l ; *2 ; *3 

S^y S3 , S^ 

gleich ist, so ist auch das identische Verschwinden dieser 
Determinante die Bedingung der gedachten Relation. Wenn- 
man bemerkt, dass das letzte Glied der Gleichung der 
Quadrate der Dififerenzen die Determinante 

*0 9 *1 9 *2 9 *8 

*1 9 *2 9 *8 9 *4 
Sj, S3, S4, S^ 

*S9 *4l *»9 *6 

ist, so erhellt die Einfachheit der Darstellung des Coefficien- 
ten des vorletzten durch 



0*^4.2 



*0 ^ *1 9 *2 
*n *2 9 *8 
*2 9 *8 9 *4 



besonders. 
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Man mag noch anmerken, dass für die allgemeine Form, 
von welcher hier ausgegangen worden ist, in dem Falle 2t =4 
also 

(«0. «n «2> «3, «4$^> yY 

die cubische Invariante J43, d. i. 

in der Form 

n' (n— i)'(n— 2) 

dargestellt werden kann. 
Sie ist für » = 4 



nJi,2 . /4., — 3(»— 2)flro«/4,i 



4" (2«^2 2*'4t '300*^4,3)» 

was wieder auf das Vorige zurückweist. 
Für 

a^z=z 0, n = 3 

entspringt aus ihr die Discriminante der binären cubischen 
Form 

K> «n «2> «3$^> yy, 

nämlich 

®o* ^8* + 4 ÖQ ^2* + 4 ^1 ' ^3 — 3 0,* «2* — 6 «0 a, «2 ^3«*) 

20. 

Von den auseinandergehenden Methoden zur Darstellung 
invarianter und co varianter Formen, welche den Gegenstand 
der beiden letzten Artikel ausmachen, wendet sich nun die 
Entwickelung zur Betrachtung allgemeiner Gesetze, welchen 
dieselben Genüge leisten und aus deren Kenntniss man eben- 
falls zur Entwickelung solcher Formen selbst leicht gelangt, 
überdiess mit einer viel grösseren Aussicht darauf, alle 
Formen dieser Art auf dem betretenen Wege kennen 
lernen zu können, als dort zu gewinnen war. Man wird 



*) Für die binomische Gleichung 

a?« — 1 = 
kann die Gleichung der Differenzenquadrate in der Form einer sym- 
metrischen Determinante dargestellt werden, die M. Roberts gegeben 
hat, ,,Nouvelles Aünales de Math^m." t. XX, p. 139. Die allgemeine 
Auflösung des Problems von der Gleichung der Quadrate der Differen- 
zen hat unter Anwendung seiner Ausdrucksweise des Bez out 'sehen 
Eliminationsverfahrens Cayley im II. Bande dpr „Annali di Matematica 
da TortoHni" (1859) p. 365 gegeben. 
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im Verlaufe ihrer Entdeckung erkennen, wie direct sie an 
die Betrachtungen des Art. 1 7 anschliessen, in welchem auch 
schon das ganze Gebiet solcher Functionen unter einem ein- 
heitlichen Gesichtspunkt betrachtet worden war. 

Auch hier beginnt die Untersuchung mit der Discrimi- 
nante, als auf welche sich, als eine Resultante zweier 
Gleichungen, die aus der gegebenen Gleichung durch DiflFe- 
rentiation entstehen, die allgemeinen Eigenschaften der Re- 
sultanten direct übertragen lassen. 

Sie ist als solche eine homogene Function der 
Coefficienten der gegebenen Form und in densel- 
ben vom Grade 2(w— 1), da jede der beiden derivierten 
Gleichungen vom ersten Grade in den Coefficienten und vom 
(» — 1)'^'* in den Veränderlichen ist, und die Coefficienten 
beider, als welche jede im (n—1)^^'* Grade in die Resultante 
eingehen müssen, mit denen der Form selbst übereinstim- 
men. So sind die Discriminanten quadratischer, cubischer 
und biquadratischer Formen vom 2., 4. und 6. Grade respec- 
tive. Wenn man die letzte Quelle dieser Eigenschaft inner- 
halb des hier untersuchten Gebietes in der Theorie der 
symmetrischen Functionen der Wurzeln erkennt, so findet 
das Nämliche statt hinsichtlich einer anderen Eigenschaft, 
die ebenfalls bei der Theorie der Resultanten als aus jener 
Quelle geflossen wiedergefunden worden ist. 

Jedes Glied der Discriminante einer binären 
Form des w^'^" Grades ist vom Gewicht n(»— 1). Das 
entsprechende Gesetz über die Bildung der Resultanten be- 
stimmte, dass das Gewicht eines jeden Gliedes mit dem 
Product der Grade der Gleichungen übereinstimme, auf 
welche sie sich beziehen. Wenn nun das Product der bei- 
den derivierten Gleichungen hier (»—!)* ist, so ist die Um- 
wandlung dieses Ausdrucks in 

n (n — 1) 
sehr einfach darin begründet, dass zwar in der einen derselben, 

nach dem Früheren in — == , die Indices der Coefficienten 

dx 

mit den Exponenten der entsprechenden Glieder in y über- 
einstimmen, dass sie aber in der anderen diese beständig 
um eine Einheit übersteigen. 
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Auf Grund dieses Gesetzes ist für quadratische, cubi- 
sche und biquadra tische Formen das Gewicht jedes Gliedes 
der Discriminante 2, 6, 12 respective, wie es der Ueberblick 
der bereits gegebenen Ausdrücke derselben zeigt.*) 

Wenn früher gezeigt worden ist, dass jede Form von 
ungeradem Grade eine Co Variante besitzt, die in ihren Co- 
efficienten ebenso wie in ihren Veränderlichen vom zweiten 
Grade ist, so erkennt man nun, dass jede binäre Form 
ungeraden Grades eine Invariante vom vierten 
Grade haben muss. Sie ist die Discriminante der qua- 
dratischen Covariante, vom zweiten Grade in den Coeffi- 
cienten derselben, also vom vierten in denen der Original- 
form. 

So ergiebt dieselbe sich für die cubische Form aus deren 
früher gegebener quadratischer Covariante in der Form 

(«oög — ö,*) (a, «3—02*) — 4(0003—0, öj)*. 

Sie ist für die cubische Form zugleich die Discrimi- 
nante selbst; nicht so für andere Formen. 

Wenn das Verschwinden der Discriminante das Vor- 
handensein einer singulären, doppelten Wurzel 
anzeigt, so kann, analog der bei der Theorie der Resultante 
gefundenen, zur Bestimmung der gemeinschaftlichen Wurzeln 
führenden Proportionalität der Differentiale der Resultante, 
aus der Discriminante der Form ebenso die Bestimmung 
dieser singulären Wurzel hergeleitet werden. 

Wenn die Gleichung w'^" Grades 

w = 0, oder aQX^-\-aiX"'-^y+aiX''-^y^+,,, =0 
in 

X 

. — = a 

y 

eine doppelte Wurzel hat, so genügt dieselbe ebenso der 
Gleichung 

(a, + kA,)x^ + (a^ + kA,)x'^'^y+,.. =0, 
wenn nur die Bedingung 



*) Die Discriminante der biquadratischen Form, das 

der Entwickelung der Gleichung der Differenzenquadrate, zeigt eben 
in dieser Zusammensetzung deutlich das Gesetz, da die Glieder von J^,^ 
und ^4,3 respective die Gewichte 4 und 6 haben. 
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A^ya^ + A^a"-'^ + A^ci" -"^^ . . . =0, oder t = 
von den Coefficienten A^, A^, ... erfüllt wird. 
Die Diseriminante von 

w -|- Äi? = 
ist aber durch ä* theilbar, denn man kann setzen 

und nach dem Satze, dass die Diseriminante des Products 
zweier Formen die Resultante dieser Formen und ihre bei- 
den' Discriminanten zu Factoren hat, enthält die Diiscrimi- 
nante von (w+ä«j) den Factor 

und ist wegen 

g? (a) = 
somit durch ä* theilbar. 

Bezeichnet man aber durch D die Diseriminante von 

w = 
und durch Z>* die Diseriminante von 

M + ^ti = 0, 

so muss jene in diese übergehen, wenn man 

respective durch 

ersetzt, so dass man nach dem Taylor 'sehen Satze hat 
Z>*=D+Ä(>4,^+^.^ + ^^ + ... ) + ä2 (...) etc. 

««0 ffö, flog 

Wegen der Existenz der singulären Wurzel ist aber 

/) = 
und nach der eben bewiesenen Theilbarkeit der Diserimi- 
nante D* durch k^ muss auch der Goefficient von k in dieser 
Entwickelung verschwinden, d. h. man hat zwischen den 
Grössen A^^ ^,, ... die Relation 

. dD dD __ 

durch Vergleichung derselben mit der ursprünglichen 

^0«"+ ^,a"-^ + . .. =0 
entspringt sogleich das Gesetz 

« « 1 „ 2^ dD dD dD ^ 

Oö^, oa, da^ ' 

welches in Rücksicht darauf, dass 



die Werthe der nach 
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«'», a^~^, etc. 



«0 ; «1 ; etc. 



gekommenen partiellen Differentiale der ursprünglichen — 
etwa mit y^ dividierten — Form für die singulare Wurzel a 
sind, sich so aussprechen lässt: Für den Werth einer 
singulären Wurzel sind die Differentiale der ge- 
gebenen Form nach ihren Coefficienten propor- 
tional den Differentialen ihrer Discriminante 
nach denselben Coefficienten, oder 

/du \ /du\ _dD^ dD^ 

\daQ/a Vrfßj/a düQ da^ 

Nach G. Salmon's Bemerkung kann diese Proportio- 
nalität auch erwiesen werden, indem man die symmetrischen 
Functionen der Wurzeln bildet, welche den Differentialen der 
Discriminante entsprechen. Man bildet nach Analogie der 
Gleichung 

dD dD rfö, dD da^ 
dct^ da^ rfofj da.^ da^ 
n Gleichungen und kann , da Z>, a, , aj etc. sämmtlich in 
Function der Wurzeln der Gleichung bekannt sind, die 
Grössen 

rfD dD 
dtti ' dffj ' 
finden. Man hat beispielsweise 

— =:-2;(aj— a3)«(a3— a4)2(a4— ofj)« {(«1— a2)(a,— OTg) 

" + (o^i— «2) («i— «4) + («1— «3) (ßf 1— «4) } 9 

dD 

— - = Scii (of,— «3)« (»3— a4)l(a4— a,)* j («,— cc^) (af- a,) 

"^"-^ +(«i-«2)(«,-«4) + (a,-«s)(«|-«4)}; 

dD 

— = 2;a,2 («i— «3)» («3— aj' («4— ofj)^ { («,— Dfj) (of,— «3) 

'^^ + («1—0^2) («1— «4) + («1— «3) («1— «4) }, 

etc. 

und erkennt darin das allgemeine Bildungsgesetz sehr leicht. 
Das Product der Quadrate aller a, nicht enthaltenden Wurzel- 
differenzen ist multipliciert mit der Suname der Producte aller 
Differenzen zwischen «j und (w— 2) der übrigen Wurzeln. 

Unter der Voraussetzung einer doppelten Wurzel, z. B. 
für 0| = a2; verschwinden alle Glieder der Sunune, dasjenige 
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ausgenommen, in dessen quadratischen Factoren «, nicht 
enthalten ist, d. h. die den einzelnen Diflferentialquotienten 
entsprechenden Summen reducieren sich auf Glieder, welche 
in den durch die Grössen 

1, Ofi, tfi«, «,', ... 

bestimmten Verhältnissen zu einander stehen. 

Wenn es sich um eine drei- oder mehrfache Wur- 
zel handelt, so führen noch immer analoge Betrachtungen 
zum Ziele, nur muss man wegen des identischen Verschwin- 
dens aller ersten DiflFerentiale der Discriminante von den 
^weiten Differentialen derselben ausgehen.*) 

Diese Betrachtungen, welche sich an die besondere Na- 
tur der Discriminante als einer Resultante anschliessen, 
lassen sich eben deshalb nicht vollständig und direct auf 
die Invarianten und Covarianten überhaupt übertragen ; aber 
es entspringt aus der Zurückleitung derselben auf die ana- 
logen Gesetze in der Theorie der symmetrischen Functionen 
und der engen Verbindung, welche im Art. 1 7 zwischen den 
synunetrischen Functionen und den Invarianten und Cova 
rianten nachgewiesen worden ist; die Erwartung, dass in 
Bezug auf den Character solcher allgemeinen Gesetze die 
Discriminante zugleich ein, wenn auch specielles, Beispiel 
der umfassenden für alle Invarianten und Covarianten gül- 
tigen Theorie sein werde. 

In der That bedarf es nur der Wiederholung eines 
ganz ähnlichen Raisonnements , wie es in Art. 7 zur Be- 
gründung des Gesetzes über das Gewicht der Glieder einer 
symmetrischen Function führte , um den folgenden allge- 
meinen Satz zu beweisen. 

Wenn n der Grad einer gegebenen Function 
und V der Grad einer Invariante derselben in den 
Coefficienten ist, so ist das Gewicht jedes Glie- 
des der Invariante constant und 



*) lieber den Zusammenhang dieser Betrachtungen mit der Theorie 
der Resultante und die Bestimmung gemeinschaftlicher Wurzeln zweier 
Gleichungen, wenn dieselben in Mehrzahl vorhanden sind, sehe man: 
G. Salmon^s ,,Lesson8 introductory to the modern higher Algebra", 
Art. 70, 47. Ich darf vielleicht auf meine demnächst erscheinende deut- 
sche Ausgabe vorweisen. 
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nv 
2 

Wenn w der Grad einer gegebenen Form und 
n der Grad einer Covariante derselben in den Ver- 
änderlichen, V aber überdiess der Grad dieser 
Covariante in den Coeff icienten der Form ist, so 
ist das Gewicht jedes Gliedes derselben, d. h. die 
Summe der Indices seiner Coefficienten mit dem 

ihm zugehörigen Exponenten der Unbekannten , 

constant und . 

nv\-n 

» ■ ' • 

2 

Denn eine Invariante muss ihrem .Wesen nach ungeän- 
dert bleiben j wenn man x in qx transformiert und y unge- 
ändert lässt, — welches einer linearen Substitution von der 
Determinante q entspricht; damit diess aber der Fall sei, 
ist aus denselben Gründen, wie in Art. 7 nothwendig, dass 
die Summe der Indices in jedem ihrer Glieder dieselbe ist. 
Den Betrag dieser Summe bestimmt man sodann durch die 
analoge Ueberlegung für die Substitution von der Determi- 
nante — 1 , bei welcher x und y respectiv^ in y und x überge- 
führt werden; denn die Wirkung dieser Substitution ist ganz 
dieselbe, als wenn man für jeden Coefficienten a, den vom 
andern Ende der geordneten Form gleich entfernten a„-,- 
substituierte. Darin liegt die Begründung der Relation 

d. i. 

2(2,+/2+/3+... )=nv, 
womit der Satz, soweit er sich auf Invarianten bezieht, be- 
wiesen ist. ^ 

Man erkennt daraus, dass das Product des Grades der 
Form und des Grades der Invariante stets durch 2 theilbar 
ist, dass also z. B. keine Form von ungeradem Grade eine 
Invariante von ungeradem Grade haben kann. 

Das Gesetz erlaubt aber, ganz wie das analoge von 
dem Gewichte einer Resultante oder einer symmetrischen 
Function, den litteralen Theil der Invariante einer 



— 1 75 — 

beliebigen gegebenen Form zu bestimmen^ wenn 
nur die Ordnung der Invariante in den Ooefficienten be- 
kannt ist. 

Die quadratische Invariante der quadratischen Form muss 
als vom Gewicht 2 die allgemeine Form 

haben; der cubischen Invariante der biquadratischen Form und 
der biquadratischen Invariante der cubischen Form, die beide 
vom Gewicht 6 sind, entsprechen die Ausdrücke 



A ÜQ a^ + Ba^ a^ -^ C a^a^a^a^-^ D a^ a^-\- E a^ a 



2 



2 



respective, etc. Nur die Bestimmung der numerischen Facto- 
ren ^, 5, C, . . . bleibt zu leisten übrig. 

Was Covarianten betriflft, so müssen sie nach den Rela- 
tionen zwischen Wurzeln und Ooefficienten einer binären 
Form ungeändert bleiben, wenn x in qx und jeder Ooeffi- 
cient der gegebenen Form «, in q% verändert wird; ist 
somit 

a /j, tti^y a,^, ... xf^y^'-^ 
ein Glied der Oo Variante, so muss die Summe 

bei allen Gliedern dieselbe sein. Und da die Substitution 
von Xy y für y, x di^ Oo Variante ebenso wenig ändern darf, 
so gilt wieder wie vorher die Relation 

*i + ^2 + • • • + f* =.(w' — i*)'\-n — » i + w — «2 +' • • • ; 
d. i. 

welche der Satz ausspricht. 

Man schliesst aus demselben, dass der Grad der Oova- 
riante in den Veränderlichen w' und das Product ihres Gra- 
des in den Ooefficienten in den Grad der gegebenen Form 
nv stets zugleich gerade oder ungerade sein müssen. 

Das Gesetz bestimmt vollständig die litterale 
Form einer Oovariante, wenn man ihren Grad in den 
Veränderlichen und Ooefficienten und den Grad der Origi- 
nalform als bekannt voraussetzt. 

Soll man z. B. die Oovariante einer biquadratischen Form 
bilden, welche in den Ooefficienten vom zweiten und in den 
Veränderlichen vom vierten Grade ist, so hat sie die Form 

(Cq , c, , C2 , (?3 , c^x , y) ; 
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die einzelnen Coefficienten sind quadratische Formen der Co- 
efficienten «o» ^n ^n ^s» ^4 der gegebenen Form, und ilir litte- 
raler Ausdruck ist nach dem Gesetze vollständig bestimmt. 
Das Gewicht eines jeden Gliedes der Covariante ist 

2 ' 

der Coefficient von x^ ist daher vom Gewicht 2 in den Coef- 
ficienten der Form, also sein allgemeiner Ausdruck 

der Coefficient von jf* ist dagegen vom Gewicht 6 und also 

Ca2Ö4 + ^ös'» 
Für die Coefficienten von a^y und xy^ hat man die Ge- 
wichte 3 und 5 respective und die Formen 

Endlich ist für den Coefficienten von ar'y* das Gewicht = 4 
und seine Form 

Man findet gleicherweise für die drei Glieder der in den 
Coefficienten wie in den Veränderlichen quadratischen Cova- 
riante der Form des siebenten Grades die Zahlen 6, 7 und 8 
für die respectiven Gewichte der Glieder in den Coefficienten 
und daher die allgemeine Form derselben wie folgt: 

/ «0 öy + Ä"«! öß + iL «2 ^5 + ^ÖJj «4. 

Wie sich alles diess an früheren Entwickelungen leicht be- 
stätigt. 

Endlich leiten aber Betrachtungen derselben Art auch 
zur Bestimmung der numerischen Factoren AyB,Cy,.,j 
welche in die so gewonnenen Ausdrücke eingehen. Mit der 
Erkenntniss der bezüglichen Gesetze hat man in dem Ge- 
biete der Covarianten und Invarianten das vollständig wie- 
dergewonnen, was in den früheren Artikeln von den sym- 
metrischen Fimctionen überhaupt nachgewiesen worden ist. 

Wie dort, so ergeben sich auch hier diese allgemeinen 
Gesetze in der Form von partiellen Diflferentialgleichungen. 

Eine Invariante kann als Function der Coefficienten 
sich nicht ändern, wenn x in x '\- hy transformiert wird, 
während y ungeändert bleibt, eine Substitution, welcher der 
Modulus Eins entspricht. Dabei geht die binäre Form 
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in die andere 

über, und man erhält also die Invariante der transformier- 
ten Form aus der der ursprünglichen, wenn man 

respective durch 

ersetzt; bei dieser Substitution müssen nothwendig die ver- 
schiedenen Potenzen von k verschwinden, wenn der Inva- 
riantencharacter bestätigt sein soll. Die Betrachtung des 
Coefficienten von k liefert die nothwendige Bedingung 



oder 



rfj . dJ ' dJ ^ . dJ 



" dJ 

dui 



wenn man nach dem Taylor 'sehen Satze, wie schon früher, 
die transformierte Form J* aus der ursprünglichen J ab- 
leitet. 

Ebenso liefert die Transformation von y in (y + k'x) bei 
unverändertem x wiederum aus dem Coefficienten von h die 
zweite nothwendige Bedingungsgleichung 

oder 

Ei%an-iJf.\j =0. 

Da das so bedingte Verschwinden der Coefficienten von 
Ar, k' das gleichzeitige Verschwinden der Coefficienten aller 
höheren Potenzen dieser unbestimmten Grössen nach sich 
zieht, so sind diese Bedingungsgleichrmgen nicht nur noth- 
wendig, sondern auch hinreichend für die Characteristik 
der Invariante. Man bemerkt überdiess, dass die eine 
von ihnen aus der anderen entspringt, indem man einfach «,- 
mit ttn-i vertauscht; was erfordert, dass . die Invariante in 
Bezug auf die gleichen Potenzen von x imd y symmetrisch 
gebildet sei, oder selbst die Vertauschung von «^ mit a„— ,• 
gestatte. Schon das Gesetz über das Gewicht der einzelnen 

Fiedler, neuere Geometrie u. Algpebra. 12 
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Glieder erfüllt diese Bedingung; mit diesem Gesetz genügt 
also eine der beiden partiellen Diflferentialgleichungen zur 
Characteristik der Invarianten. 

In ähnlicher Weise lassen sich Differentialglei- 
chungen entwickeln, denen jede Covariante noth- 
w endig genügen muss. Denn nach dem Begriff der 
Covariante muss die Transformation von x in (x + ky) bei 
ungeändertem y das nämliche Resultat liefern, ob sie in der 
Covariante vollzogen wird, oder ob in der Originalform, um 
erst darnach aus dieser die betreffende Covariante zu 
bilden. 

Ist 



CqX" +nCiX"-^y-\ ^^ ^ 



Co X ' y -f~ • « • 
1.2 * ^ ^ 

die gedachte Covariante, und 

«oa?« + na, x^'^y + — j-^ a^x^-^y^ + . . . 

die Originalform, so liefert der Ausdruck der Aequivalenz 
beider bezeichneter Transformationsergebnisse aus der Co- 
variante unter der Bemerkung, dass in Folge derselben in 
der Covariante das eine mal x in (x+ky), das andere mal 

«t, «2; ••• respective in {ai + ka^, (a, + 2ftai +ä*öo); • • • 
übergeführt werden, die folgenden Bedingungsgleichungen 



Die andere analoge Transformation liefert die ganz 
gleichwerthigen Bedingungsgleichungen 
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etc., 

welchen jede Covariante ebenfalls genügt. 

Man erkennt sofort, wie diese Differentialglei- 
chungen zur Bestimmung der in den Ausdruck 
einer Covariante eingehenden numerischen Coef- 
ficienten ganz geeignet sind, welche allein noch durch 
die vorigen Gesetze unbestimmt gelassen waren. Damit ist 
die Entwickelung covarianter Functionen ganz analog der 
Entwickelung symmetrischer Functionen vollendet, welche 
in Art. 7 gegeben ist. 

Für die oben geschriebenen Ausdrücke der quadrati- 
schen, cubischen und biquadratischen Invariante 
der quadratischen, biquadratischen und cubischen 
Form respective 

A Qq (12 (fi -\-Ba^Ja^^'\-Ca^'(t^-^- 1) ö, a^ Ö3 + Ea^^ 

liefert die Differentialgleichung der Invarianten 

(U , (IJ , . dJ 

aa^ da.;, aa„ 

respective die Gleichungen 

^Ba^a^ -^^Aa^a^ =0, 
öy(2Ca^ff4+ Da^a^ + 2«, {AaQa^+ Daia^ + ^Eaz^) + 3«2(2ßaoas 

+ /> «loa) + 4 «3(^0^0^2+^05,*) = 0, 

»0(0^0 flr2Ö3+3ööi*flr3+2^tf, ö2^) + 2</, (3^00 02*+ Cö^öf «3+ 2Ä' «,*«,) 

+ ^a2(2AaQ^as+Caoaia2 + Da/) = 0', 

aus ihnen entspringen die Bedingungsgleichungen unter den 
Coefiicienten und unter der Voraussetzung 

die Werthe derselben wie folgt 5 

B + A = 0, d. i. A = + l, /? = — J 
oder die quadratische Invariante der quadratischen Form 

2 """ 1 1 
2C + 2>4 = 0, D + Qß + 4A^0, 

2D+4C=zO, 6r; + 3/>=:0, d.i. 
^ = +1, ^ = —1, C = — J, Ü = +2, E=^-^\, 
oder die cubische Invariante der biquadratischen Form 

12* 



- 180 - 

C+6A=0j 3/>+2C=0, 2i5;+6Ä+3C=0, 
4iE+3/>=0, d. i. 

A=+l, C=— 6, /> =+4, ^=—3, 5=+4, 

oder die biquadratisclie Invariante der cubischen Form 

welche als ihre Discriminante schon gefunden ist (p. 168). 
Ebenso aber hätte die andere die Differentialgleichung 

die nöthigen Bedingungsgleichungen und durch sie dieselben 
Werthe geliefert. 

Als ein anderes Beispiel kann die Entwickelung der 
quadratischen Invariante einer Form 

(«0, «n ««» • • • «n5^, yYf {n=z2k) 
dienen, deren Existenz früher bewiesen wurde und von welcher in 
speciellen Fällen mehrfache Anwendungen schon gemacht wor- 
den sind. Das Gewicht eines jeden Gliedes derselben ist dem 
Grade der Form gleich und ihr litteraler Ausdruck daher 

-^OÖn+-^lölö»i— l + -^2Ö2«n— 2+... +>4„ . a^*. 

2 2 

Die Differentialgleichungen der Invarianten liefern, mit der 
Voraussetzung i4o = 1 , zur Bestimmung der numerischen Coef- 
ficienten i4o , i4i , . . . , i4„ in demselben die Bedingungen 

T 

aus denen gleichmässig hervorgeht 

i4, + »=0, 2>42+(«— 1)>4,=0, 

3>4, + (n— 2)i4,=:0, 4 .44+ («—3)^=0, etc., 

so dass man erhält 

^, — — »; ^8 — 2~ — 2 ' 

_ w^2 _ n (n— 1) (n— 2) 

* 3 * 2.3 ' 

_ w— 3 _ n(n— l)(n— 2)(n— 3) 

* 4 * 2.3.4 ' ' 

allgemein 

, .. n (fi — 1) ...(« — t + l) 

^„= (_ 1)"- »(»-l)--- (l+l) _ 
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Man hat somit die schon angegebene allgemeine Form und 
für n=:2, w=4, w = 6, w=:8 respective die schon früher ge- 
brauchten speciellen Formen dieser quadratischen Invariante 
hier auf Grund der allgemeinen Theorie wieder gefunden. 

Anderseits mögen die erlangten Differential- 
gleichungen der Covarianten auf die vorher in ihrer 
litteralen Form aufgestellten Covarianten ange- 
wendet werden. 

Die erste derselben war die in den Coefficienten quadra- 
tische in den Veränderlichen biquadratische Covariante der Form 
vierten Grades 

wo 

401 = ^0003 -j-Fa,«,, 

4 0-3 = (r a, «4 -|- £f flj ö 3 , 

sind und für welche man daher hat 
250001-1-2^0004=0, 

Föyö^-f 2Faj* + 3^ao«2=4(v4aoa2 + fia,*), 
KüQ «3 + 4 L a, <72 4- 3 Kay a^ -|- 4 la^ «3=3 (ßa^ a^ -|- Fa^ aj), 
(Fao/74 + 2//a, «8-1-3 //a2* + 4(Ftf, «3=2 (/aoÖ4 + Ä*öj «3 + ^02*), 
2 C«! a^-^Q D a^a^-^ A C a^a^=^G a^ a^'\'Ha^a^*^ 
also 

^+ß=0, 3F+F=4, F=— 2, 
Ä+4/=3F, 3/^-|-4L=3F, G=2/, 
4G + 2H=2K, 3Jtf=2L, 2C=C, 
4C + 6Z) = //, 
oder 

^= + 1, ß=— 1, C= + l, />=— 1, 
£•= + 2, F=— 2, G= + 2, /r=— 2, 
/ = -j-l, Ä:^+2, I=— 3, 

so dass jene Covariante die Gestalt annimmt 

(«oflTj— a,»)a?* -1-2 («003—01 aj)iF'y + (0004 + 20103—302*) a:*y* 

-i-2(a,a4— ajj«3)a?^-|-(a2a4— «'s')^*; 
wie sie schon bekannt ist. (Man sehe Art. 18 p. 153.) 

Die zweite, die quadratische Covariante der Form des 
siebenten Grades 

als für welche 

Co = ^aO«6+^«lÖ5+^«2«4 + ^«8*, 
2C,= /tfoÖ7 + Ä^ölÖ6 + '^ö«Ö5 + ^^«^4) 

Cj = F «1 «7 -j- Föj «e -|- G tf 3 «5 -|- //a4* 
sind, liefert die Bedingungsgleichungen 
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=^2 Aa^a^ + 'l B ai a^-{-'2 C 0^0^ + 2 D a^^ ^ 
^öoÖ7+2Fa,tf6+3Crt2«5+8^Ö8Ö4+56\^,fl4+6Fö52 + 7^a,Ö6 

= la^a, + Kai «e + ^ ^2 «5 + ^^«s «4 7 
woraus 

6A + B=0, bß + 2C—0, 4C+0Z)=:0, 7/+Ä'=2^, 
6K+2L=2B, 5L+3¥=2C, 2/>=:4M, i^=/, 

folgen und 

^ = + 1, ß=:— 6, C=+15, />=:-10, 
^rr= + l, F=— (5, G== + 15, //=— 10, 
/ = + l, Ä'=:— 5, ! = + 0, M=:— 5 

sich ergeben, so dass die entwickelte Covariante ist 

(öo öp — 6 /7, «5 + 15 «2 ^^4 — 10 «3*) ^* + («'o ^T- 5 ^1 ^6+ ^ ^2 ^5— 5 ff 3 «4) ^ y 

+ (a, «7 — 6 «2 ff 6+ 1^ ^h ^5~" 10 «4^^) iy^. 



21. 

Nach diesen Beispielen ihrer Anwendung kann etwas 
weiter in die Natur dieser wichtigen Gesetze eingegangen 
werden. 

Man hat die Operation 

d . d . rf . , d 

«0 —- + 2ffi T— + 3ff2 T— + . . . + na„^i -— 
da^ da^ da^ da„ 

und die andere, gewiss ermassen complementärc , 

rf,,.. d,, d , ^ 

««1 T— + ('*"~^)'^2:if h(w — 2)a3 h . . . + ff„ 



»ffg affj dttz diifi^\ . 

als für die vorhergehenden Entwickelungen characteristisch 
erkannt; sie mögen deshalb abkürzend durch die Symbole 

^ und ^* 
*respective bezeichnet werden, welche der Function von 
ffß, ff, , . . . vorgesetzt werden, an welcher man sie vollzieht. 
Mit dieser Bezeichnung werden die characteristischen 
Differentialgleichungen der Invariante einfach 

^/==o, ^*/ = 0, 
und die, welcher die Coefficienten c, jeder Covariante ge- 
nügen müssen, 
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Mit dieser so sehr vereinfachenden Bezeichnung liefert 
zunächst die DiflFerentialgleichung, welcher ein beliebiger 
Coefficient c,- der Covariante genügen muss, 

d'*Ci={n—i)ci^i 
für 

2 = 0, 1, 2, . . ., («— 1) 

die Reihe der specielien Relationen 

«— 1 

Co = '^*C-, 



Man sieht daraus, dass alle folge^den Coeffi- 
cienten der Covariante aus ihrem ersten Coeffi- 
cienten auf einfache und gleichförmige Weise 
hervorgehen, so dass sich in der That die Untersuchung 
einer Covariante auf die Untersuchung des Coefficienten 
ihres ersten Gliedes — ihre geordnete Gestalt vorausgesetzt 
— reduciert. 

Die cubische Covariante der cubischen Form 

(Cq , c^^ c^y ^3x^ 1 y) » 
in welcher der erste "Coefficient Cq das Gewicht 3 und folglich 
die litterale Form 

Uq «3 + ^ «0 ^1 ^^2 + ^ ^1^ 

hat, •dessen numerische Coefficienten A und B sich also nach 
der^ Differentialgleichung 

oder 

Oq {A üqü^ + 3^01^) + 2 ^ a^a^ + Za^a^ = 0, 

d. i. durch die Bedingungen 

^ + 3 = 0, 3iB + 2^ = l 

zu 

^ = — 3, 5 = + 2 

bestimmen, lässt aus diesem ersten 
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die übrigen Coefficienten bestimmen, wie folgt: 

c, = ^ {3«! (^ao«, — 3ß, «j) + '^'^i (6öi*— ^apö,) — Saga, Ö3J 
= «0«! «8 + «i*Ö2 — 200«,* ; 

<^2 = i t^öl («1 «3 — 2«,«) + 202 («0«8 + 2ö, ö,) + «3 (a,* — 4000^2) ! 
== 2 «,* «3 — öj «i* — «0 «2 «8 5 

C3 = — 3a, «,«3 + 2a, (4aj a^—a^^) — ag (2a, a2 + ßo«s) 
= 3 a, a, a, — 2 a,' — a^ a,*. 

Man siebt dabei aucb, dass c, aus c^ und nicbt minder c, 
aus Co bervorgebt, indem man die Indices 0, 1, 2, 3 respective 
durcb 3 , 2 , 1 , ersetzt und die Vorzeichen zugleich in die ent- 
gegengesetzten verwandelt; und erkennt leicht, dass das ana- 
loge Gesetz allgemein für die von den Endgliedern durch gleicb- 
viele Glieder getrennten Glieder jeder Covariante gelten mnss. 

Diess ist der Sinn, in welchem man von einem leiten- 
den Gliede jeder Covariante sprechen und sie durch 
dasselbe characterisieren kann. Der Coefficient dieses leiten- 
den Gliedes ist eine Invariante der Form, d. h. eine sym- 
metrische Function ihrer Wurzeln, woraus abermals die 
durchgreifende Bedeutung der symmetrischen Functionen 
für diese ganze Theorie deutlich begründet erscheint. 

Bezeichnet man nun ferner durch C eine beliebige Co- 
variante der Form u mit den Coefficienten Cq , c, , . . . , welche 
Functionen der Coefficienten der Form «o; «^i, . . . sind, so 
kann man schreiben 



dC dC dc^ dC dc^ dC dn 

dai dcQ düi dc^ dui ' dcj dai' 

und erhält 

\ aa, aa, aa„/ 



2 



und ebenso 



L "«o ' da, . da^-iJ 



= 2;,- -- . 0* c. 

dCi 

Da nun aber 



dC n(n — 1) . . . (n — t+l) . . 
dCi 1 . 2 , 3 . . . e ^ 
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ist, so entspringen aus den vorigen Diflferentialgleichungen der 
Coefficienten der Covariante die auf die Covariante selbst 
bezüglichen 

^6' = 2:,- -^^ '- ^ — ^ c^i 0?"-' «* , 

1.2.3. ..(«—1) 



** C = Si -^- - ■^„- - „ -V._ -r_Z c.^j a;»- y , 

l.<6«v*»*» 



d. i. 



dC dC 

, dx^ dy 



Man erhält aus ihnen die DiflFerentialgleichungen der 
Invarianten 

^/=0, ^*/=0 
wieder, als die von Functionen der Coefficienten allein, deren 
DiflFerentiale nach x und y somit identisch verschwinden. 

Diess sind die Differentialgleichungen der Co- 
varianten, welche Cayley im 47. Bande des Journals 
von Grelle zuerst gegeben und auf deren Existenz er 
später den Ausbau der Theorie der Invarianten und Co- 
varianten gegründet hat, der in seinen „Memoirs uppn Quan- 
tics^'*) vorliegt. 

' Man kann ohne Schwierigkeit zeigen, dassjedeFunc- 
tion vom entsprechenden Grade in den Veränder- 
lichen und Coefficienten, welche den Differential- 
gleichungen der Covariante genügt, selbst eine 
Covariante sein muss, so dass diese Gleichungen 
ebenso hinreichend als nothwendig zur Characte- 
ristik der Covarianten sind.**) 

Ist durch q> eine Function der Coefficienten Oqj i;, , . .a^ 
und der Veränderlichen j*, y einer Form u bezeichnet , welche 
jenen Differentialgleichungen genügt, so nenne man O die 
Function der Coefficienten A^, A^, A^, , , , A^j und der Ver- 
änderlichen Xj y, welche durch die lineare Substitution 
x=^ßX+yY, y = ß^Ä+/Y 

*) Die ,, Memoirs apon Quantics*' sind enthalten in den ,,Philoso- 
phicai Transactions" 1854—1859; und zwar Vol. 144, p. 245— 258; Vol. 
146, p. 101—126; Vol. 146, p. 627-647; Vol. 148, p. 415-460; Vol. 149, 
p. 61—90. 

**) Vergl. Brioschi, „Annali di Matemat. da Tortolini**, 1. 1, (1858.) 
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daraus hervorgeht, und man hat 

dA, dX 

Da aber Aq, Ai, . . . die Coefficienten sind, welche die 
ursprüngliche Form u durch die Transformation erhält, so 
erhält man wie in Artikel 18 und nach dem Taylor 'sehen 
Satze allgemein 

^_ 1 ( d^, fd^\* 

' n(n— l)...(n— t+l)Vd/S'^^ dß^J 
oder auch 



^.= 






»(n~l) . . . {i+i) V dy^^ dy 

Wenn man durch 6 und 0' die Operationen 

symbolisch bezeichnet, so ist 

(^,) = iAi^i und S\A^ = («—«) ^,-4.1 . 
Aus den Relationen 

folgt 

0(7)= 0, 0'(ry=-x 

Bezeichnen sodann 

/d^\ (m\ (dO\ (dO\ 
\dßj' \dyj' Vd/57' VrfyV 
die Derivierten von <D nach ß, y, ß>y /, so hat man 



♦1» 






yKdß)+y WJ=-^rfT' 



so dass wegen 

die vorausgesetzten Gleichungen 

» dO dO » dO dO 

in die neuen 
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[Z.dO dAi fdOVi ,r^dO dAi /dO\ 

LT dl, d~f + \dß)\ + ^ Lf dJid^-^ wJ. 



y 

übergehen. Nun sind 
und aus 

, ■. ( d*0 ^d*4> d0\ 

^-^^^^=y\^d^ß+^dYTß+d^) 

folgt 

dO .dO dO ,dO 

Da nun A^j A^, , . . homogene Functionen von gleichem 
Grade in ß, y, ßi, y sind, so hat man 

dAi dAi ^dAi ,dAi 

und findet nach den oben für X, Y gegebenen Werthen 

dX dX dX ,dX 
^dß+^di+^d^ + yd^' = -'^^ 
dY dY ,dY ,dY 

^dß+ydi+^w^^d/^-^^ 

wenn man durch ti den Grad der Function O oder (pj deren 
Co Varianten -Natur zu erweisen ist, in den Veränderlichen 
bezeichnet. 

In Folge dessen ist auch 

dO . dO . ^,dO . ,d0 ^ ^ dO ,^ 



und daraus 
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Wegen der vorher bewiesenen Gleichung 

ergiebt sich daraus die Gültigkeit der beiden Relationen 
^dO . .,dO _ dO ,dO ^ 

Ihre Integration unter Berücksichtigung einer der bei- 
den Gleichungen 

0(0)) = 0, 0'(<I>) = O 
liefert 

WO I^ eine bezüglich der ß, y, ß^y y constante Function von 
ttQj a^j . . . Onj x, y ist. Um die Form derselben zu bestim- 
men, setzt man 

wodurch die ^o, ^^ , . . . Z, F zu den a^, a^. . . , x,y werden, 
und man erkennt, dass 

ist , so dass man durch Substitution in die Integralgleichung 
die definierende Relation der Covarianten 

wieder erhält. 

Es ist femer von Wichtigkeit, auch hier die Cova- 
rianten und Invarianten als Functionen der Wur- 
zeln «j, «2? • • • «n der Originalgleichung zu betrach- 
ten und die characteristischen Differentialglei- 
chungen derselben aus diesen herzuleiten. 

Ist 

so sei 

ifj = 

L » £ • O m * * J 

und man hat 



*) ^- ist die Summe der Producte von je j Wurzeln der Gleichung 
und kann Aaher betrachtet werden als die Summe aus dem Product 
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und nach den New tonischen Formeln über die Summen 
gleicher Potenzen 

" doj ** daj 

Zi a? T^ = (« — i) öj+i + «i »1 . 
1 acii ^ 

Ist nim f eine beliebige Function von a^ya^, .. , a^ und 
somit von «i ; <y2 ; . . . ck„ ^ so ist darnach 

"L df "" . df 

^ 3 — ^^—-^'^^j-i^ — » 

Ei «,* T— = s£j aj --- + 2J («—.;; «j+t t— , 

als die Gruppe der Transformationsformeln. 

Wenn speciell f ein Coefficient c,- der Covariante 

(Co, c,, c,, . . . c$a?,y)'»' 
der Form w ist, so geht die allgemeine Differentialgleichung 

in 

über; man hat zugleich 

» rfc, « da da , , , v 

i'' "^ doTj 1^ -^ duj da^ ^ ^ 

und also für t = 

wie bekannt. 



einer beliebigen Wurzel Off mit der Summe der Producte von je (J — 1) 
übrigen Wurzeln und der Summe der Producte von je j der übrigen 
Wurzeln. Die Differentiation nach or, lässt diesen zweiten Theil ver- 
schwinden, so dass 

dttj l 

dai flo 

als die Summe der Producte von je (j — l) der übrigen Wurzeln der 

Gleichung, d. h. als der Coefficient von a?»»~>""' in der Entwickelung 

uCci) 
von — 7^^-^^ — r sich erweist, wie es die Relation im Texte fordert. 

flo(«-«j) 
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Man hat auch 



n 



dCi 



wenn v den Grad des Coefficienten c,- in den Coefticienten 
der Originalform bezeichnet, also 

1 "«/ 



^3 ^J Ä~ = i (2'- + ^^ — ^0 ^ö 



so dass 

der Grad des Coefficienten c,- in den Wurzeln der Gleichung 

ist. Daraus folgt, dass Cq vom Grade ist und der 

Gleichung 

genügt. 

Nach dem Vorhergehenden erhält man endlich für eine 
Co Variante C die allgemeinen Cayley' sehen Gleichungen 
imter denselben Voraussetzungen in der Form 

« dC . dC 

1 accj ax 

"" ^dC dC 

/ -' daj dy 

aus diesen aber wieder für eine Invariante / die specielleren 

entsprechenden 

" dJ "L dJ nv ^ \ 

Zi - — = 0, 2;,a,-— - = — /. 
i"' dccj ' i"' ^ dccj 2 

Die Invariante ist also eine Function vom Grade 

— in den Wurzeln, in welcher keine der Wurzeln einen 
2 ' • 

Exponenten hat, welcher v übersteigt, und sie erfüllt über- 

diess die Gleichung 

so dass sie nothwendig eine Function der Wurzel- 
differenzen sein muss. Offenbar gilt das Näm- 
liche von dem Coefficienten c^ jeder Covariante; 
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nv — n 



er ist eine Function der Wurzeln vom Grade , in 

weicher keine Wurzel mit einem höheren als dem Exponen- 
ten V behaftet ist, und muss die DiflFerentialgleichung 

1 daj 

bewähren, d. h. eine Function der WurzeldiflFerenzen sein. 
Wenn diess auch früher schon auf ganz anderem Wege er- 
kannt war, so ist doch von hoher Wichtigkeit, den Nach- 
weis derselben Wahrheit auf dem jetzt eingeschlagenen zu 
führen.*) Denn es ist diese Seite ihrer Natur, durchweiche 
die Invarianten und Covarianten in der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen eine so durchgreifende Wichtigkeit 
erlangen, wie sie ihnen nach allen neueren Untersuchungen 
zukonmit. **) 

Wie die Entwickelungen dieser Artikel von den allge- 
meinen Eigenschaften der Invarianten und Covarianten an 



*} Man verdankt ihn Brioschi und mag am a. O. eine Anwen- 
dung auf die allgemeine Gleichung der Quadrate der Differenzen der 
Wurzeln vergleichen. 

**) An dieser Stelle möchten die weiteren Ausführungen am Platze 
sein, welche der Satz, dass die symmetrischen Functionen der 
Wurzeln die Quelle aller Covarianten der binären Formen 
aller Grade sind, durch neuere Untersuchungen erfahren hat. Wir 
müssen vorziehen, besonders auf diejenigen Entwickelungen zu ver- 
weisen, welche M. Roberts neuestens gegeben hat. ,,Quarterly Jour- 
nal of pure and appl. Mathem." No. XIII, p. 57—65, No. XIV, p. 168—178. 
„Annali diMatematica" etc. daTortolini. Vol.ni, p. 172— 178,p. 340—344. 
Vol. IV, p. 50—51. 

Sie stützen sich vor Allem auf die Natur des Operationssymbols <& 
und des allgemeineren Q'p, als welches die successive p malige Wieder- 
holung der Operation 9' an derselben Function von «q, Aj, . . . On be- 
zeichnet; der Vollzug der von jenen geforderten Operationen wirkt in 
den Indices der o,- ebenso wie der der Differentiation in den Exponen- 
ten und man hat 

^p .9m = (-l)P IM(m-l) . . . (OT-p-f-l) 9„r-|., 

wenn 

ist, dieselbe symmetrische Function, welche früher so einfach zur 
Bestimmung einer doppelten Wurzel führte. Die Betrachtungen, welche 
sich daran knüpfen, führen von allen Seiten auf die Determinante der 



- 192 — 



die Discriminanten, insofern sie zugleich Resultanten und 
sehr einfache symmetrische Functionen sind, anknüpften, 
so mögen sie auch zweckmässig mit einer Untersuchung 



Summen gleicher Potenzen zurück, und dadurch auf das Stürmische 
Theorem und so vieles Andere, was hier entscheidend war. Man hat 



— /»-«n— 4 



9o = «0 









» • 






Ä, 



» ^n—i y 



«2tt-4 



• » • VISU 



und findet 

und erkennt zudem leicht, dass durch die Substitution von ^in—,- statt 
üi die Function g>« in die analoge Function 9211— 4-m übergeführt wird. 
Man geht dadurch von dem bekannten Ausdruck von 9>o ^^ ^^^ Coeffi- 
cienten der Form zuerst zu 9211—4 über und von ihm durch Differentiation 
nach einander zu 92n— 57 etc. Für die Formen des 3. und 4. Grades 
hat man 

9q = 1 92 (flo* «2 ß4 + 14 flp rt, fl, 03 4- 6 «1* flj* — «0 «1^ «4 — 8 «,' ö, — 3 «0* «s* 

und analoge einfache Ausdrücke für die übrigen Formen 9. Ist dann 
F eine homogene Function der Grössen 9o' 9if 92« • • *» '^^ ^^^ '^^^ auch 
eine Function der Differenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung, 
wenn die Bedingung 

erfüllt wird; eine solche Function ist zugleich von constantem auch 

bei der Veränderung von Oq » "i > • * • ^' ? • • • ii^ ^n > ^^n—i > • • • ^n— t » • • • 
bleibendem Gewicht und daher eine Invariante der gegebenen Form. 
Und allgemein ist die Form 

(9o » 9i » 92 » • • - 9«n-4 \si, y)*"-* 
eine Covariante der Form 

(«0, fli, . . . o^x.yY. 
Die Sturm' sehen Constanten sind Quellen von Co Varianten und es 
entspricht z. B. der einfachsten unter ihnen 



5, = «o' 



5j, «, 



die Hesse 'sehe Determinante 



rfa;« 



dxdy * 
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über dieselben schliessen; es soll gezeigt werden; wie sieh 
"die allgemeinen Differentialgleichungen der In- 
varianten für diese specielle symmetrische Ge- 
stalt der Function der Wurzeldifferenzen, welche 
man Discriminante nennt, gestalten. 

Natürlich genügt die Discriminante der allgemeinen Dif- 
ferentialgleichung der Invarianten 

^/ = 0, '9'*/=0;*) 
aber in ihrem speciellen Falle gehören diese Letzteren selbst 
einer ganzen Gruppe von DiflFerentialgleichungen als einzelne 
Glieder an. Die zu diesem Nachweis nöthigen Betrachtun- 
gen schliessen sich an die letzt vorhergehenden Untersuchun- 
gen und Bezeichnungen an. 

Sei 



m 



so gilt die Gleichung 

— Bm Bj Z^ — — - -7— = EfnJ' 

Ist nun f eine beliebige Function der Coefficienten 
00, «1, . . . und sind a, , aj, . . . die Wurzeln der betrach- 
teten Gleichung w (a-, 1) = , so hat man wegen 

df da^ df da^ df dan df 

da^da^ da^da^ '" dandui da^ 

B^ ' da^ B2 * da^ B^ ^ don 1* dai dai 

Ist aber f speciell die Discriminante der entsprechen- 
den homogenen Form, so dass 

ist, so wird 

dXi f^^\ ^ 

Kdxji 



*) Wie man mittelst derselben die Discriminanten der Formen von 
höheren Graden successiv ans der eines niederen Grades berechnen 
kann, hat Cayley gezeigt im 47. Bde. von Crelle's Journal, p 123. 

**) Es hat Interesse , für f z. B. eine beliebige Wurzel der Glei- 
chung Oi zu wählen. 

Fiedler, neuere Geometrie u. Alg^ebra. i ^3 
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wenn der Index i den durch Substitution der Wurzel a, statt 
X in den eingeschlossenen Differentialquotienten erhaltenen 
Werth bezeichnet. 

Mittelst . . 

Bjdoj (^^\ 
\dx/i 
folgt sodann 

dD , N,./l ^a. . ^'^ dUi . (n-2)(/i-3) da, , 



und daraus durch 



1 daA 



" da^d a, ^ da^ da. 

und somit 

t da,- oa,- 
bei der auszuführenden Substitution in 

1 dD i dD 1 dD _ ^da^dD 

die Gleichung 

" 1 dD 

1 "j « ö; 

in welcher m die Werthe 1, 2, 3. . . . w erhalten kann. 
Für m = 1 erhält man speciell 
«1 dD " / . . x^,-i dD » . dZ> 

die eine der bekannten Differentialgleichungen der In- 
varianten. 

Für «1 = 2, 3,... w hat Brioschi*) die vereinfachte 
Form gegeben 

» 1 dD 

in welcher 



m 



gesetzt ist. 



*) „Annali di Matemat. da Tortolini", t. II, (1859) p. 83. 
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Diese Formel sei*) angewendet auf die Untersuchung 
des gegenseitigen Zusammenhanges zwischen den 
Invarianten ./s^ und J^^ des vierten und achten Gra- 
des oder Form vom fünften Grade 

(«0, «1, . . . «5$^»^)^ 

Man setze 
2(0004— 40103+302*) = -4, a^a^ — Za^a^-^^a^a^^^By 

2 (ö, «5 — 40204 + 303*) = C, 

fem er 

— 6x = flro^-"2flfiÄ + Ö2^, — 6f* = «2^—203 ^'+04^4, 
— QX=^a^C — 2a2B'\-a^Ä, — Qv=^a^C — 204^ + 05^4, 

so hat man 

J^^^ = AC—B\ J5,8 = 9{^(Av— f**) + ^(;Lfi— xv) + C(xfi— iL»)}. 

Man erhält sodann durch Anwendung der vorgenannten 
allgemeinen Gleichung auf diese Invarianten die Relationen 

^ 1 dJ.. 

J J 

5 1 ^ I 

Setzt man aber die Discriminante der binären Form fünf- 
ten Grades 

was nach den Gesetzen über Grad und Gewicht aller drei In- 
varianten jedenfalls statthaft ist, so findet man durch Anwen- 
dung derselben allgemeinen Gleichung 

\ Dt d Uj 

und da nach der allgemeinen Formel selbst das letzte Glied 
der rechten Seite dieses Ausdrucks identisch verschwinden mnss, 
nothwendig 

Ä = — 128, 

also 

^5 = «^5,4 — 128/58. 
Die entwickelte Gestalt dieser Invarianten und der Dis- 
criminante würde die Entdeckung dieser Relation sehr er- 
schweren. 



*) Brioschi a. a. O. 
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III. Kapitel. 

Die binären Formen des dritten und vierten Grades 

und die neuere Geometrie, sammt den Elementen 

der Theorie metrischer Relationen. 



22. 

Es bleibt endlich noch übrig, die Anwendimgen des 
Vorhergehenden auf die Formen des dritten, und vierten 
Grades zu machen, respective zusammenzustellen, und den 
Gewinn oder den Antheil darin aufzuweisen, den dieselben 
für die Grundvorstellungen der neueren Geometrie ergeben. *) 

Zunächst für die cubische Form 

(«0» «1» «2, «s$^»y)', 

als welche durch die der Unbekannten — gegebenen spe- 

ciellen Werthe a, , «2? «3 ^^f Null reduciert wird, so dass 
man hat 

(«0, «1 , ßf , «sl^» y)' = = % (a?— a, y) {x — a^y) {x-^cc^y). 
Im 17. Artikel ist die Ableitung ihrer Invariante 
vierten Grades oder ihrer Discriminante 

a^a^ — Ößo«, ßjaj + 400^2' + ^a^ti^ — Za^^a^ 
angedeutet worden;**) dieselbe ist zugleich auch die Dis- 
criminante der quadratischen Covariante der cubischen Form, 



*) Man vergleiche Cayley, „Fifth Memoir upon Quantics," ,,Philos. 
Transact.^^ 1858, Vol. 148, p. 441 f., welchem hier grossentheils ge- 
folgt ist. 

**) Als die letzte der Stürmischen Functionen für die cubische 
Form steht sie im Art. 12. 
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d. i. der Hesse' sehen Covariante derselben; als solche er- 
hält sie nach Artikel 18 die Form 

{a^a^ — flfi öj)« — 4 («0 ö, — «,*) (ff, «3 — öj*). 
In Gliedern der Wurzeln ist sie 

= — ^ («1 — «2)' («2 — «s)* («3 — «l)'- 

Ihr identisches Verschwinden bezeichnet das Zusammen- 
fallen zweier Elemente des durch die Form selbst bei ihrer 
Gleichsetzung mit Null dargestellten geometrischen Gebildes. 
Die Hesse'sche Covariante selbst ward in der Form 
(flottj — «,*) x^ + («0 ag — a, «5,) j? y + (a, a, — «,*) y* 
an dem bezeichneten Orte gegeben und ist in ihrer Deter- 
minantenform als durch das Symbol 

d^ d» 

da^ dx dy 
rf« d^ 

dxdy^ dy^ 
aus der Originalform entspringend , 

{aoX + a^y), (a^x + a^y) 
(o,a: + a,y), («2^ + 03^) 
oder durch leichte Umformungen 

öl I 

xy^ «,, a, i. 

' ^, «i, 03 i — y', «oj «1 i 

Von da gelangt man zu ihrem Ausdruck in Function 
der Wurzeln nach den vielfach im Vorigen dargestellten 
allgemeinen Zusammenhängen; man hat diesen Ausdruck 
entweder 

=-^V^-«iy)'(«2-«3/+(^-«2y)'(««-«i)'+(^-«,y)'(«i-«.)M 



y\ « 



0» 



= — ^y» «!? «8 = 



— J?*, «2, ßg I 



ffr 



oder 



a. 



= ^ l(^— «iV) (pc—^tV) («2 — a3)(a«— «i) 

+ (^— «2^) (^— «3^) («8— «i) («1 — «t) 
+ (^— «sV) (^— «ly) («1 — «2) («2 — «3)1 



ff. 



= -| 2:(iF— a,y) (a?— a,y) («,— «s) («3— «1)7 
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übereinstimmend mit den allgemeinen Typen der Covarian- 
ten, welche im Artikel 17 gegeben worden sind. 

Ihre geometrische Bedeutung wird am besten durch 
gleichzeitige Betrachtung der cubi sehen Co Variante der 
cubischen Form erkannt, 

^ +3(2a,*a3— a,a,* — Ooa,a3)ary' 
+ (3 a, ff 8 «3 — 2 ff j» — ffo ff 3*) f. 
Man kann sie in der Form 

IK««— «I «2)^+2(01 Ö3—«i*)y| K-^-^+^öi-ry + ffi^«) 
— t («008—0102) iy+2 («002—0,«) .r} (ffiii?*+2ff2J?y + ff3?/2) 

schreiben, in welcher sie als die aus der cubischen Form 
und ihrer quadratischen Covariante abgeleitete Jacobi'sche 
Determinante erkannt wird. (Art. 18, p. 148.) Der Cha- 
racter dieser Letzteren und das Vorige führen zur Ent- 
deckung ihres Ausdrucks in Function der Wurzeln der Ori- 
ginalgleichung; sie ist 
ff ' 

= 27" ^(^"""*^) («2— «3) — (^-—«23^) («3— «Oi 

{(a:— a,y) («3— a,) — (a-— «3^) (ofi — «2)! 
{(^— «3^) («1 —«2) — (^— «ly) («2-03)! 



ff» 



= — ^ {(^— c^iy)* (^— «2^) («3— «0 («3— «2) 

+ (^ — «2^)* (^ — «3^) («1 —«2) («1- «s) 

+ (^— «sy)* (^— «i2f) («2- «3) («2- «1)1 

= — «o'{(2a| — «2 — a3)'^+(2a2a3 — «3«i — «i«2).Vt 
{(2aj — «3— a,)ar+(2a,a, — a, er, — ajag)^} 

{(2a3 — of, — ofg)a:-f (2a, a^ — «^ofj — ofgaj^^j. 
Zur ferneren Bestätigung dient die folgende Betrach- 
tung: Unter der Voraussetzung 

ffo = ff 3 = , ff , = ffg :=: 1 

geht die cubische Form in die Gestalt 

Zx^y + 3a? y* = Zxy (x+y) 
über, d. h. sie repräsentiert, geometrisch gesprochen, die 
coexis tierenden Elemente 

ar=:0, y = 0, x + y = 0. 
Unter denselben Voraussetzungen wird aber die cubische 
Covariante 

2ir3 + 3a?*y — 3a? z/* — 2?/^ 
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oder 

Sie stellt also drei fllemente dar, deren eines 

X — 5 = 
als das vierte harmonische zn den drei durdi die Gleich- 
setzung der cubischen Form mit Null bestimmten erscheint. 
Da nun jede eubische Form durch lineare Substitution auf 
die vorbezeichnete redncierte Gestalt gebracht werden kann, 
— wie schon aus der Zählung der in ihr implicite ent- 
haltenen Constanten her\'or^ht — und die harmonische Re- 
lation durch lineare Tram^formatiou nicht gestört wird^ so 
muss die nämliche BezicJiung der linearen Factoren der ca- 
bischen Covariante zu den linearen Factoren der cubischen 
Form auch im Allgemeinen stattfinden. 

Nach den Ergebniff^en des 2. Artikels ist das dem 
Element 

X — aj f = 

in Bezug auf die beiden anderen Elemente 

j: — ß8f = 0, X — cr,f==o 
harmonisch conju^erte Element durch 

repräsentiert: denn für die iypothetbche Darstelltmg des- 
selben durch 

X — cy r=0 

hat man die Relation der harmonisdien Theilung in der Ge- 
stalt 
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Cj — a Cj — Os o, — a, 
d. L 

Cj aj-|-a,a, — ^^^ 

a=^ — --. 

2 c,— Oj— e. 

Man eriialt daraus direct die oben zuletzt g^ebene 
Darstellung der cubischen Covariante ans ihren linearen 
Factoren- 

Die cubische Covariante einer cubischen Form 
repräsentiert somit die drei Elemente, von denen 
jedes zu einem Elemente der Form in Bezug auf 
die beiden anderen Elemente derselben conjugiert 
harmonisch ist. 
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Ueberdiess aber bilden die Elemente der cu- 
bischen Form und die ihrer cubischen Covariante 
eine Involution von sechs Elementen, für welche 
die von der quadratischen Covariante bestimm- 
ten Elemente die doppelten oder sich selbst con- 
jugierten Elemente sind. 

Schon die im Vorigen gegebene Determinantenform 

der quadratischen Covariante bezeichnet deutlich die ihr hier 
zugesprochene Bedeutung, wenn man sich an die entspre- 
chenden Entwickelungen des Artikels 3 erinnert; aber die- 
selbe kann durch sehr einfache Betrachtungen auch direct 
erwiesen werden. 

Was zunächst die Involution jener sechs Elemente be- 
triflft, so erfüllen ihre Gleichungen die Bedingung, nach 
welcher die involutorische Relation durch das identische 
Verschwinden der Summe derselben , nachdem sie wo nöthig 
mit willkürlichen Constanten multipliciert sind, angezeigt 
wird; denn man erhält die Ausdrücke der drei involu tori- 
schen Elementenpaare durch Zusammensetzung der entspre- 
chenden Factoren der cubischen Form und ihrer cubischen 
Covariante wie folgt: 

j(2a, — of, — a3)a:-f (2a2as— «3a,--a,aj)^j(a? — a,y), 
{(2a2 — Ufa — a,)a; + (2a3a,—ai «2 — 02 as)yj(a? — 0f2y), 

{(2a3--a, — a2)a? + (2a,of2 — «2«3 — «3ai)4/!(^"-«3y); 
oder durch Entwickelung 

(2«! — 0f2 — a3)ir*-t-2(a2as — «i*)^y + («i'^«s + «j'a2 — 2aitt2«3)^; 
(2 «2 -- «8 — «i) ^ + 2 («3 a, -- «2^ ^y + («i* "i + ^i* <^3 — 2 a, «2 «3) y*, 

(2 «3 — «1 — «2) ^* + 2 (Of, «2 — «8*) ^y + («3* «2 + «8* «1 — 2 «1 «2 «j) i^*- 

Diese Ausdrücke geben aber, respective mit 

(«f — «a)? K— «0? («I— »2) 

multipliciert. Null zur Summe. 

Und die quadratische Covariante repräsentiert 
die sich selbst conjugierten Elemente dieser In- 
volution, weil sie auf jedes der durch die entsprechenden 
Gleichungen dargestellten Elementenpaare harmonisch be- 
zogen ist. Denn man kann, um den Beweis für das erste 
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derselben zu führen, den entsprechenden Ausdruck in der 

Form 

{3a, — (a,+a, + a3)ja?»+2{aia2 + a,as+a3ai--a,(a,+ aj+as)|a:y 

+ jtt,(a,a, + aja3 + a8a,) — 3«,a,of8!y' 
schreiben, aus welchen sich nach den Relationen zwischen 
den Wurzeln und Coefficienten der cubischen Gleichung 
ergiebt 

(^ . 3a,\ , . /Sag . 3a, \ . /Sa, , 3a, \ , 

oder 

(aoa,+a,)a?*+2(;aj + a,a,)a:y+(a3+aja,)^% 

ein Ausdruck, dessen harmonische Beziehung zur quadrati- 
schen Covariante 

offenbar ist, weil man hat 

(aoa,+ a,)(a, a3-aj*) + (öoÖ2-«i*)(«3+öiai) = (aj+a, a,)(aoa,^,a,). 

Und das Nämliche ergiebt sich für die beiden anderen Ele- 
mentenpaare der Involution. 

Die fundamentalen Covarianten der cubischen Form 
sind so im genauesten Zusammenhang mit den Grundlagen 
der neueren Geometrie erkannt; sie bilden den analytisch 
vollkommenen und nothwendigen Ausdruck dessen, was von 
jenen hier einschlägt. Die folgende Betrachtung, die sich 
wieder zugleich zur Discriminante wendet, wird diess noch 
vervollständigen, und zeigt überdiess den Zusammenhang 
zwischen diesen Grundlagen und der Theorie der algebrai- 
schen Gleichungen. 

Die cubische Gleichung hat zwei gleiche Wurzeln, d. h. 
sie ist in der Form 

darstellbar, wenn die Discriminante den Werth Null hat; 
alsdann ist die quadratische Covariante 

und die cubische Covariante 

2a ' 
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Man sieht , die quadratische und die cubische Co Variante 
der Form dritten Grades sind dann vollkommene Potenzen 
linearer Factoren, sie stellen ein respective als doppelt und 
als dreifach anzusehendes Element dar, welches zugleich 
mit dem der doppelten Wurzel der Form selbst entsprechen- 
den identisch ist. 

Sollen alle drei Wurzeln der cubischen Gleichung ein- 
ander gleich sein, so werden ausser der Discriminante auch 
noch die beiden Covarianten mit Null identisch; denn diess 
entspricht dem Falle «i = «a in den letzten Ausdrücken. 

Man erkennt endlich in diesen Zusammenhängen die 
Folgen einer zwischen der cubischen Form, ihren 
beiden respective quadratischen und cubischen 
Covarianten und ihrer Discriminante bestehenden 
Relation; dieselbe ist von Cayley entdeckt worden und 
lässt sich durch folgende Schlüsse leicht erkennen. Man 
kann jede binäre cubische Form durch lineare Substitution 
auf die Form 

reducieren; man darf also auch in ihren Invarianten und 
Covarianten überall 

öj = a, = 
setzen, ohne ihre gegenseitigen Beziehungen zu stören. Wenn 
aber hierdurch die Discriminante 

die quadratische Covariante 

und die cubische Covariante 

wird, so erkennt man, dass zwischen diesen Functionen und 
der Form U selbst die Relation 

oder 

besteht, dia damit als allgemein gültig bewiesen ist. Mit 
denselben Voraussetzungen zeigt sich auch, was geometrisch 
schon aus dem Vorigen evident ist, dass die Discriminante 
der cubischen Covariante der Cubus der Discriminante der 
cubischen Form selbst ist, d.h. dass die cubische Form 
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selbst und ihre cubische Covariante stets gleich- 
zeitig ein System gleicher Wurzeln besitzen, wie 
schon gezeigt ist. 

Und was die Auflösung cubischer Gleichungen 
anbetrifft, so zeigt die Relation 

dass die Ausdrücke 

2 2 

vollständige Guben und ihre Cubikwurzeln also lineare 
Functionen von x, y sind. In Folge dessen ist auch der 
Ausdruck 



j/ c^,s+ü/ D, _ t/c,,^_U 



2 r 2 

eine m x^y lineare Function, und dar sie für U=0 ver- 
schwindet, so ist sie einer der linearen Factoren der cubi- 
schen Form. 

Es lässt sich diess auch aus der Betrachtung derselben 
Formen in Function der Wurzeln erweisen. Man hat 

und erkennt aus den früher gegebenen Werthen 

DsU'=^^ %[{cc,-a,y (x-^a, yf («3-«i)' (^-«2 yTi^i-^f (^-«a y)*j , 

also unter Anwendung des Zeichens &) für eine imaginäre 
Cubikwurzel der Einheit 

und daraus 

— — Y^ = — U'ai+<o*a«+wa3)^+(«2a3+o>*«3ai+<ö<«i«2)y| > 

Cs,,-Uj/D, aoM> . . 2 ^ . / , .2 ^ (' 

somit 

// -^2 y — ^ = - 3(f^a>')(«2-«8)('^-«iy)^ 
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23. 

Sodann für die Form des vierten Grades 
(«0, ai, Oty Qj^, a^x y yy = a^{x'-'a^y) (oc—a^y) (a:— «sy) (u:— «4^). 
Die quadratische Invariante derselben ist im 18. 
Artikel in der Form 

/i,t = ßo«4 — 4a, a, + Sßf* 
und ebenda auch ihre cubische Invariante 

J^ j = Oq a^ (I4 — öq ^i — ^t^ 04 + 2 a, a^ a^ — öj' 
entwickelt worden. Diesen ist die Discriminante 
D^ = a^^a^* — 1200*«, a3a4*4-18ao'öt*«4'+ h^a^a^a^a^'-21aQa^^-{' Ma^^a^a^ 

— 54 a^^a^ — 27 a, '«4*+ 108 a, 'a, a^ a^ — 64 a^a^ — 54 a , *«t'^4 

+ 36a,'a,*a8' 
beizufügen; welche nach den verschiedenen früher gegebenen 
Methoden leicht entwickelt werden kann.*) 

Wenn man diese Invarianten in Gliedern der 
Wurzeln ausdrücken will, so findet man 

^4., = ~ { («1-««)* («8-«4)' + («,-««)' («,--«4)* + («.-«, )• (««-«4)' J 

= — -^ J(0|-tti)(«3-a4)(a2^a8)(ai-a4) + (a»-a8)(«i-«4)(a«-ai)(ai-a4) 

wofür man mit leicht erkennbarer Abkürzung schreiben 
kann 

•'4^= ^ {C*+X'+^) = - ''^{CA + AB+BC), 

während zugleich 

ist. 

Alsdann ergiebt sich ebenso 

(as'^i)(a2-a4) — («i-^8)(a«-a4) 



aj^ 



'^^'(^-'^K^-^KB-c), 



*) Sie ist in Art. 12 als die letzte der Stürmischen Functionen 
fnr die Form des vierten Grades schon gegeben. 
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und endlich für die Discriminante 

D, = ^(«,-«0'(«l-«3)*(«1--«4)*(«2~«s)'(c^2-«4)'(«S-«4)' 

256 

Man erkennt darin zunächst die Abhängigkeit der 
Discriminante von den beiden Invarianten wieder, 
welche in der auf die Gleichung der Quadrate der Diffe- 
renzen gerichteten Untersuchung des 19. Artikels schon in 
ganz anderer Weise sich manifestiert hat, 

"4 = «^4,2 — ^^ •^4,8 • 
Man erkerint dieselbe am bequemsten ohne Zuhilfenahme 
der Ausdrücke in Function der Wurzeln, wenn man die 
allgemeine Form des vierten Grades auf die reducierte aber 
gleichfalls allgemeine Ausdrucksweise 

bringt, so dass 

«0 = ^4 = 1 ; a, = «3 = 
ist. Denn dann hat man 

J4.2 = 1 + 3 flig* , J4.3 = a, (1— «2*) y 
Z>4 = 1 — 18aj* + 81 V = (1— 9aj«)» 
und bewährt leicht 

(1-9^27 == (1 + ^<y - 21a^\l-a^^)\ 
Für die gegenwärtige Betrachtung ist es von besonderem 
Werthe, die geometrische Bedeutung der cubischen 
Invariante zu erörtern, wie sie aus dem gegebenen Aus- 
druck in Function der Wurzeln hervorgeht. Wenn dieselbe 
den Werth Null besitzt, so muss eine der drei Relationen 

(«2— a8)(«i— a4) = (a3— a^)(ag— of4), oder ^ = 5, 
(«8— «1 ) («2--a4) = («1— «2) (a3--a4) ; " iB == C , 
(ai--a2)(a8— a4) = (a2— «8)(ai— «4); - ^— ^ 
erfüllt sein. Sie geben die bekannten Gleichungen 

«2— «3 «^2— «4 



cf, — of,* «4 — a, 
«1— «, «i— «4 



«2— «8 «4—« 



- 1, 



-1; 



- I; 



3 
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welche gleichmässig ausdrücken, dass die vier Elemente, 
welche die Originalgleichung selbst repräRen- 
tiert, ein harmonisches System bilden. 
Wenn man aber femer bemerkt, dass 

di 1 H. 

die drei anharmonischen Verhältnisse sind — sie mögen wie 
früher als 5, , tf, , {, abkürzend bezeichnet werden, — welche 
die vier von der biquadratischen Gleichung repräsentierten 
Elemente bestimmen, so erkennt man durch die aus dem 
Vorigen zu ziehende Relation 

J^/- 2 (A^ByiB-CyiC-Af 2 



(i_«.(^_,).((-i) 



und nach den zwischen den drei Doppelschnittverhältnissen 
bestehenden Relationen (Art. 3) 

V-ioe(^.'-^.+0'. 
V V(.5.+i)'' 

und es lassen sich analoge Ausdrücke in ö^ und ^3 bilden. 
Man erfährt aus ihnen, dass die Werthe der durch die 
Elemente der biquadratischen Form bestimmten 
Doppelschnittverhältnisse allein von dem Ver- 
hältniss der fundamentalen Invarianten 

•'4.3 
abhängen;*) dass also die Elementargruppen aller Glei- 
chungen des vierten Grades, für welche diess Verhältniss 

•^4,8 

•'4.3 
denselben Werth hat, die nämlichen Doppelschnittverhält- 
nisse bestimmen. 
Für 

Ä, = - 1 , 



*) Zu demselben Ergebniss gelange G. Salmon schon im 205. 
Artikel seines „Treatise on the higher plane Curves" 1852 auf einem 
ganz anderen Wege. 
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d. i. die harmonische Relation kommt man wieder auf die 
schon vorher erkannte Bedingmig 

zurück; für 

welches bekanntlich nur für zwei zusammenfallende Theil 
punkte der Strecke möglich ist, findet man 

d. h. die Discriminante verschwindet identisch. Hätte man 
die Relation der Discriminante mit der quadratischen und 
der cubischen Invariante nicht schon gekannt, so wäre diess 
ein Weg gewesen, sie zu entdecken. 

Da das Verschwinden der Discriminante die Existenz 
zweier gleicher Wurzeln characterisiert,*) so liegt die Frage 
nahe nach den sonstigen Systemen von Gleichheiten 
unter den Wurzeln der bi quadratischen Gleichung. 
Indess kann dieselbe nicht allein durch die Betrachtung der 
Invarianten erledigt werden. Für zwei Paare von gleichen 
Wurzeln 

als für welche die Form selbst 

ist, haben die quadratische und cubische Invariante die 
Werthe 

•^4.3 = -^(at-«s)% 
so dass 

eine reine Zahl ist, == 27 ; daraus folgt aber, wie natürlich, 
das Verschwinden der Discriminante. Setzt man hier 



*) Man kann hinzufügen, dass die biquadratische Gleichung ein 
Paar imaginJire wie ein Paar reelle Wurzeln hat, wenn die Discrimi- 
nante negativ ist; während die Wurzeln alle reell oder imaginär sind 
bei positiver Discriminante. 
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SO hat man die Relationen 

^0 •'4,8 = 8 •'2,1 

wieder, welche in der Untersuchung über die Gleichung der 
Quadrate der Differenzen Art. 19, p. 166 gefunden wurden 
und erkennt die dort gegebene Deutung dieser Relationen 
als richtig. 

Für die Voraussetzung von drei gleichen Wurzeln 

«1 = «2 = «J? 

also die Form 

»o(^*— «iy)'(^-^4y), 

werden beide fundamentale Invarianten nebst der Discrimi- 
nante gleich Null; in jedem Falle kann also die Existenz 
von vier gleichen Wurzeln nicht an dem Verschwinden der 
drei Invarianten allein, sondern nur durch die gleichzeitige 
Betrachtung der Covarianten erkannt werden. Aber auch 
für die Fälle von zwei mal zwei und von drei gleichen Wur- 
zeln liefern diese präcisere Bedingungen als jene allein. 

Von ihnen ist auch die Abrundung der die neuere Geo- 
metrie betreffenden Ergebnisse zu erwarten. 

Es existieren zwei unabhängige Covarianten der biqua- 
dratischen Form, deren eine, die Hesse 'sehe Co Variante, 
vom zweiten Grad in den Coefficienten und vom vierten in 
den Veränderlichen der Form ist, die andere aber vom 
dritten Grade in jenen und vom sechsten in diesen. 

Jene wird durch das Symbol 

dx^ dy* \dx dy) 
erhalten*) und ist 

^4.4=K«2— «i*)^* + 2(ooös'--«i«2)^"*y + (öo«4+2ffiÖ3--3a,*)a:V 

Man kann sie auch aus der cubischen Invariante J«, 
ableiten. Ihr Ausdruck in Gliedern der Wurzeln ist 



*) Oder auch durch die in der Note p. 192 angegebene Methode 
aus der ersten Stürmischen Constanten abgeleitet. 
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ö« 



Q.4 = - :^^{^i-^t)\^-^zyK^-^AyfH^^^^ 

+(«1— a4)*(^— «2j/)*(^— a3y)*+(«2— «sK^— «iy)'(A'— «4^)* 
+(«2— a4)*(^— aiy)*(^— a3y)'+(as— a4)*(a:— aiy)*(a?— «2^)*/ 

= — — 2: («,— ofj)* (^—«1 y)* {^'^oi^yf. 

Daraus ersieht man zunächst, dass sie für zwei Paare 
von gleichen Wurzeln 

a, =«2, «3=: «4 
die Gestalt 

a * 

^4,4 =' — ]f («1— «s)* (^—«1 yy i^—osyy 

annimmt; welche mit den oben bemerkten Speciali täten für 
diesen Fall die characteristische Relation giebt 

die leicht zu bewähren ist. 

Ihr identisches Verschwinden erfordert und 
bedingt nach dem Ausdruck in Function der Wur- 
zeln, der von ihr gegeben ist, die Gleichheit aller 
vier Wurzeln der Gleichung. 

Von grösserer Bedeutung für die gegenwärtige Ent- 
Wickelung ist aber die Covariante der biquadratischen Form 
vom sechsten Grade in den Veränderlichen und vom dritten 
in den Coefficienten. Sie darf in der Form 

geschrieben werden, und da nach dem Gesetze des Ge- 
wichts der Glieder den in Oq, a^, ... cubischen Coefficien- 
ten Cq, Cj, . . . Cg respective die Gewichte 3, 4, 5, 6, 7, 8 , 9 
zukommen, so hat man ihre litteralen Formen 

20 Cj ^ I aQa^^'\- KaQa2a^+ La2^+ M a^^ a4'\- Noi a^a^, etc. 

— man kann die übrigen Ausdrücke zu schreiben unter- 
lassen, denn sie gehen nach den Ergebnissen des 21. Arti- 
kels aus den vorigen hervor — und erhält die Differential- 
gleichungen 

Fiedler, neuere Geometrie u. Algebra. 14 
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d.i. ^== — 3, J»=:+2; 

=6(flo*ös— 3aofliffi+2«i')7 
oder 

C = + 2, Z> = — 9, ^ = + 6; 

ao(Fao«4+2^öi«3) + 2Gaj,a,aja3+3fl,((raoa,+Hat*)+4Faoaja, 

oder 

F=: + 5, ö==--15, ^ = + 10; 

ao (2 Jlf a, «4 + Nata^)+ 2a^ {KOffl^-^ ZLat+ Na^a^^ 3a,(2/aoöt+ ^Na^(h) 

+4as(üraoaj + jlf a,*)=4 (öa^«! «4 — löfloßj «8+ 10at*öt); 
oder 

/ = — 10, ür=L==iV = 0, Jf=+10, 

und damit die Werthe 

6Ci=:flo*a4+2aoflia3 — Oaoa^'+Öai'ai, 
15c, = 5aoöiÖ4 — lööQ^^s+lOfli'fls, 
20c3 = — 10aoa8*+10ai*a4; 
somit durch Vertausehung der Indiees wie Art. 21 p. 184 

Ce = — a,fl4* + 3a2 «304—203% 

6C5== «0^4* 2 «103 «4 + 9 «2* «4 ^O^tt^ , 

15C4 = 5000,04-1-150102 04-1-100103% 

indess 20 Cj durch dieselbe Vertauschimg in sich selbst ver- 
kehrt wird. Man hat demnach 
^4.6= ««3—3000, 0,-1- 201«) ar«-|- (00*04-1- 200 01 03— 9 0002*+ 6 01*0,) Jr^y 

-|- (5 00 0, 04—1500 02 03+1001 '03)^y+(lO0, *04— 1 ^a^9)3^f 

-|- (15 01 02 04 — 5 00 03 04 — 10 0, 03*) x^ y* 

4-(902*04-0o«4*^20i0304-6ff2«3*)^y* + (3«l«3«4-^l«4*-2a8*)y*- 

Cayley hat von ihr angemerkt, dass sie auch erhalten 
werden kann, indem man die biquadratische Form in der 
Gestalt einer cubischen 

(0oa:-|-0iy)ar» 4-3(01 jr -1-02^)^*^+3(02 37 -1-03^)3? y*4-(03ir+04y)y» 
mit veränderlichen Coefficienten darstellt imd von dieser, 
unter Behandlung dieser Coefficienten als constanter .Grössen, 
die cubische Invariante bildet; sie ist die Covariante C^^. 

Wenn man sie in der Gestalt 

schreibt, so finden, wie Cayley und Salmon gefunden 
haben, unter den Coefficienten die folgenden Relationen statt: 
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CqC^ — 9 C2 C4 + 8 C3 = ; 

D 

«0^6 — 6CiC5+15C,C4— 10C3*=:— \ 

(Links steht die quadratische Invariante der Form des 
sechsten Grades.) 
Daraus folgt 

Da 

und man hat femer 

C0C5 — 3c,C4 + 2CjC, = 0, 
c, Cg — 3c,C5 + 2CjC4 = 0. 

Durch die schon bei den Invarianten benutzte Reduction 
der biquadratischen Form 

a^j = 04 = 1 , «1 = «3 = 
wird 

Erinnert man dabei die ebenso reducierten Werthe der 
Invarianten 

J4 , = i + 3 «,% J4,, = öj (1— oj*) , 
Z),= (l-9a,')% 
und bezeichnet die biquadratische reducierte Form selbst 

durch ü, so kann die Relation bestätigt werden 

welche die fundamentalen Covarianten mit den 
Invarianten verbindet; denn sie ist 

(l+Za^)\a,(x*+y') + (l'--Za^)x'y'\(x'+6a,xY+t/'y. 
An diese Relation hat Cayley die Auflösung der 
biquadratischen Gleichung, d. h. die Bestimmung ihrer 
linearen Factoren geknüpft. Die Relation 

^M ü' - *^M^M ü' + 4C4/ = - C,/ 
erhält für die Abkürzung 

4/«.,' 

die neue Form 

14* 
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Sind also A,, X,, A, die Wurzeln von 
so sind die Ausdrücke 

Ji^i ^4,4 — ^l/|,8 "; 
•^4.« ^4,4 — ^«•^4.8 "; 
•^4,3 ^4,4 ^3 «^4,8 " 

Quadrate und wenn man setzt 

a8-A0(J4.«C?4^-A.J4.,t/)=r% 
a.-A0(J4.2C?4.4-A,/4.,^) = ^% 

wofür 

jf« + y« + Z« = 
ist und also 

' X+kY, X — kY 

vollständige Quadrate sind, so ist der Ausdruck 

aX + ßY + yZ 

auch ein Quadrat; wenn die Bedingung 

«* + lS* + y* = 

erfüllt ist, denn man kann ihn in der Form 



schreiben. Setzt man nun 

« = A-A3, ß = A- A, , y == A-A,, 
welche Werthe die vorgeschriebene Bedingung erfüllen, so 

geht der Ausdruck 

aX+ßY + yZ 
in 

über. Da derselbe aber zugleich für f/ == identisch ver- 
schwindet, das Product seiner verschiedenen Werthe also 
ein vielfaches von Z7* ist, so repräsentiert er das Quadrat 
eines linearen Factors der biquadratischen Gleichung.*) 

In Function der Wurzeln ausgedrückt erhält die Co- 
variante d^ folgende Gestalt: 



^) Man vergleiche damit die Darstellung der Auflösung der biqua- 
dratischen Gleichung von Her mite im 52. Bande von ,,Crelle*s Jour- 
nal", p. 4. 
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«' 



C'4.6 = — ^{(ö4+a|— «2— «3)^*+2(a,a3— «4«!)^^ 



l(a4+«2— «3 — «i)^* + 2(a3ai — a^ai)^?^ 

+ [«4 a2(«3+«i)— «8 «1 (a2+«4)l 2^7 >< 



I 



(«4 + a3— «1 — «2)'t^^ + 2(«ia8— Cf3a4)ary 

+ [«4 «3 (ai+«f2)— ai«2(a8+«4) J y*} • 



Aus der Anschauung derselben ergiebt sieh leicht das 
folgende wichtige Gesetz: Wenn von den durch die 
vier linearen Factoren der biquadratischen Form 
dargestellten Elementen irgend zwei als mit den 
anderen eine Involution bildend angesehen wer- 
den, so sind die sich selbst conjugierten Elemente 
dieser Involution durch einen der quadratischen 
Factoren der Covariante dfi bestimmt. 

In der That, wenn die Punktepaare 

(^--«f3y)(^ — a4y) = 0, 
oder 

eine Involution bilden, so ist die Ja c ob i' sehe Determinante 
derselben der analytische Ausdruck der Doppelpunkte die- 
ser Letzteren, d. i. 

— ^* [—^ ^J + ^y («3 «4— «1 «2) 

— y" y ^ «3 «4 2^^^^^ 

oder 

^* («3+ a4-ara2) + 2 («i a2-«3 «4) ^y + [«3 «4 («i+«2)— «1 ^2 (a3+«4)] y*; 
der letzte unter den quadratischen Factoren der Covariante C4 g. 

Ebenso ergiebt sich für die Punktepaare 

(^— «i y) (iP— «3^) = a?« — (ai+as)^^ + «1 «3y*=o, 

die Gleichung der Doppelpunkte in der Form 
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+ [«« «4 («1 + «») — «1 «8 («t +«4)] y* == , 

d. h. identisch mit dem zweiten quadratischen Factor der 
Covariante; es ist überflüssig, denselben Nachweis auch 
noch für den ersten dieser Factoren zu fähren. 

Endlich lassen sich aber dieselben Betrachtungen auf 
die quadratischen Factoren dieser Covariante selbst an- 
wenden. Sind die beiden ersten durch 

Ax' + 2Bxy+Cy*, A^x* + 2B,xy + C^y^ 
respective dargestellt, so liefert ihre Jacobi'sche Deter- 
minante 

{Aßi'-A^ß)x'+{ACi — AiC)xy+{BCt'-'BiC)y^ 
den Ausdruck der Doppelpimkte der durch sie selbst be- 
stimmten Involution in der Form 

+ [a4as(ai+«2)— «i«2(a8 + a4)]y*=0; 
denn man hat 

Aßi'—AiB:={a^+ai~'ai-ccs) (a3ai-a4a2) — (a4+a2-«i-«8) (a2«8-«4ai) = 
(a4+«8— «1— «2) [«4 («1—02) — «8 («iT-cf,)] = 
(«4+a8— «i— «2) («1— «2) («4--a8) ; 

^^1— ^i^=(«4+ai— «2— «3)[a4«2(«8+ai)— a8ai(a2+«4)] 

— («4+«2--«l— «8) [«4«! K+tts)— «2a8(a|+«4)] 

=2(aiaj— a3a4) (ofi— a^) («4— «3) ; 

BC^^B^C= {a^fXjr^^ct^) [a4a2(as+ai)— a8«i(«2+a4)] 

— («8«!— a4«f2) [«4«! («2+a8)— «2«8(ai+«4) J 

= [a4«8(ai+«2)— aia2(a3+04)] («i— 02)(a4— «s)- 
Als Ausdruck dieser Entwickelung gilt das Gesetz: 

Irgend zwei quadratischeFactoren der Covariante 
Q,6 bestimmen mit einander eine Involution, für 
welche der dritte quadratische Factor derselben 
Covariante das Paar der sich selbst conjugierten 
Elemente bezeichnet. 

Und hier kann nun auch die Frage nach den mög- 
lichen Gleichheiten unter den Wurzeln einer bi- 
quadratischen Gleichung abschliessend erörtert werden, 
so wie diess für die Fälle von zwei gleichen Wurzeln und 
von drei und vier gleichen Wurzeln durch die Betrachtung 
der Discriminante der beiden Invarianten J^2y «^4,3 "^^^ der 
Hesse' sehen Covariante schon geschehen ist. Es erübrigt 
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die Erledigung des Falles von zwei Paaren gleicher 
Wurzeln; man hat aber für 

«j = Ofj , Cfj == «4 

die Covariante 

SO dass diess die characteristische Eelation dieses Falles ist. 

Diess findet Alles seine geometrische Erläuterung in 
den vorhergehenden Erörterungen über die Bedeutung der 
beiden Covarianten der biquadratischen Form. 

Cayley hat nachgewiesen,*) dass die möglichen Gleich- 
heiten unter den fünf Wurzeln einer Gleichimg vom fünften 
Grade ebenfalls durch das identische Verschwinden sym- 
metrischer Functionen der Wurzeln und Functionen der 
Wurzeldiflferenzen characterisiert sind, welche mit den Inva- 
rianten und Covarianten derselben übereinstimmen. Wenn 
die Formen des fünften und der höheren Grade auch hier 
keine eingehendere Behandlung erfahren können, so soll 
wenigstens durch Anführung der entsprechenden Resultate 
ein Ueberblick über die in ihrer Theorie auftretenden For- 
men und die Anregung zur Berechnung der hauptsächlich- 
sten unter ihnen gegeben werden. 

Die Gleichung fünften Grades besitzt ein Paar glei- 
cher Wurzeln, wenn ihre Discriminante Dg verschwindet. 

Von ihr ist am Schlüsse des 21. Artikels gezeigt, dass 
sie aus den beiden Invarianten des vierten und achten Gra- 
des in den Coefficienten hervorgeht. 

Die Gleichung hat vier gleiche Wurzeln, wenn die 
in den Coefficienten imd Veränderlichen der Form quadra- 
tische Covariante gleich Null ist, deren Typus durch 

2;(«i— «2)* («j— «4)* (^— «5^)* 

dargestellt wird. 

Fünf gleiche Wurzeln existieren, wenn die Hesse'- 
sche Covariante der Form, welche vom sechsten Grade in 
den Veränderlichen und vom zweiten in den Coefficienten 
ist, verschwindet; ihr Typus ist 

2 (a, — a^y (x — «3 yy (x — a^ yf (x — a^ yf. 

Beide eben angeführte sind fundamentale Covarianten 
der Form (C,,,, C^^e^). 

*) „Philosoph. Transactions", Vol. 147, p. 727. 
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Die Existenz von zwei Paaren gleicher Wurzeln 
wird bedingt durch das Verschwinden einer Covariante 
vom Typus 

^ («1— «4) («1— ßfs) (««— «4) («8— «5) («3— «4) («S— «s) («4— «5)* 

(a?— «1 yf (iT— a, yf ( J?— of j vY 
welche vom fünften Grade in den Coefficienten und vom 
neimten in den Veränderlichen der Form ist. Sie gehört nicht 
zu den fundamentalen Co Varianten, sondern sie ist eine 
Summe der Producte aus vier anderen Covarianten und der 
Form selbst. Ist diese U und bezeichnet man die Covarian- 
ten durch den Zusatz ihres Grades in den Veränderlichen 
im Index, welchem nach überdiess ihr Grad in den Coeffi- 
cienten beigefügt werden kann, so sind diese drei Producte, 
als deren Summe die bezeichnete Covariante C595 erhalten 
wird. 

Drei gleiche Wurzeln entsprechen der Form, wenn 
die Invariante vom vierten Grade 754 verschwindet, deren 
Typus 

^ («i-««)' (««-«3)' («»-«lO («4-«5y 

ist; oder auch wenn die Covariante, deren Typus durch 

bezeichnet ist, und die als eine Summe aus der Covariante 
C544 und dem Quadrate der Covariante ^52,1 erhalten wird. 
Endlich sind drei gleiche Wurzeln und überdiess 
zwei andere gleiche Wurzeln vorhanden, wenn eine 
Covariante vom Typus 

2 («1- a^) («1- «3) («I- «4) («1- «5) (^- «2 yy{^- «3 vfi^- «4 yf (^^ ^b yf 

verschwindet, welche aus den Producten . 

V^. ^5,2.« und ^5,«/ 
additiv zusammengesetzt werden kann und also vom vier- 
ten Grade in den Coefficienten und vom zwölften in den 
Veränderlichen der Form ist.*) Man kann sie und die 
Vorigen leicht nach den vorgetragenen allgemeinen Gesetzen 
berechnen. 



*) Alle diese Formen und andere sind in Function der Coefficien- 
ten entwickelt in Cayley's „Second Memoir upon Quantics" „Philos, 
Trans." 1855, p. 123 f. und „Third Memoir" ebenda, p. 627 f. 
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24. 

Wenn in dem Vorhergehenden die allgemeinen Grund- 
lagen der neueren Geometrie als a priori aus der algebrai- 
schen Theorie der binären Formen hervorgehend nachge- 
wiesen sind, so mag zur Vervollständigung dessen noch der 
Nachweis des analytischen Ursprungs der metri- 
schen Eelationen hinzugefügt werden.*) Er muss sich, 
um vollständig zu sein, zugleich auf die Geometrie von zwei 
Dimensionen oder auf die temären Formen mitbeziehen; 
man stellt damit zugleich die Grundlagen der allgemeinen 
Theorie der Metrik im Baume fest. 

Die Theorie knüpft sich an das analytische Factum, 
dass in Bezug auf ein gegebenes festes Elementenpaar 

die Gleichung eines beliebigen anderen Paares von Elemen- 
ten desselben Gebildes in doppelter Weise in der Form 

dargestellt werden kann, wobei die durch die beiden Werthe 
von 

/jy-j-wy = 

dargestellten Elemente die sich selbst conjugierten Elemente 
der durch beide Punktepaare bestimmten Involution sind. 
Das Paar der Elemente 

(«0, ö, , Ö2]j;a?, y) + (/o: + my)* = 
soll dem Paar 

K; «i; «2$^;y)* = 

eingeschrieben heissen und die beiden sich selbst 
conjugiertenElemente der Involution als Achse und 
Centrum der Einschreibung bezeichnet werden. 

Die Gleichung des eingeschriebenen Punktepaares**) 
kann, je nachdem 

xy — x'y = 
die Gleichung der Achse und 

*) Cayley hat in seinem „Sixth Memoir upon Quantics" „Philos. 
Trans." Vol. 149(1859) die Theorie aufgestellt, die wir hier vortragen. 

**) Das Wort Punkte ist für das allgemeinere Wort Elemente ge- 
braucht. 
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d. i. 



K ; «I ; «*5^ ; yip\ y) = o, 



a^xx + a, {xy + a:'y) + a, yy = 
die Gleichung des Centrums der Einschreibung {xy y sind 
Constanten) oder umgekehrt 

die Gleichung der Achse und 

die Gleichung des Centrums ist, in den beiden äquivalenten 
Formen respective geschrieben werden: 

geschrieben werden*, äquivalent weil 

eine identische Gleichung ist.*) 
Setzt man abkürzend 

(«0, «1, Ö2$^;y)' = 00, 

(«o; «1 ? ««X^; y$^'; V ) = Ol == 10, 

so kann man dieselbe Gleichung in der Form 

schreiben. Für drei Reihen 

x,y'^ x^y^ X yy 

verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung und man 

bildet die Relation 

00, Ol, 02 

10, 11, 12 

20,21, 22 

welche auch in der Form 

Ol . , 12 .02 

yooyn yuyn 

geschrieben werden kann. 

*) Sie ist in der That nichts Anderes als der Ausdruck der Inva- 
rianz der Discriminante der quadratischen Form 

(«0 » «1 y 0«$'^» ^)* = (flu', fl/, «i'$i , vy 

hei der Transformation 
nämlich 



00,01 
10, 11 



= 



j/oo y^22 
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Sei nun unter den Elementen eines geometrischen Ge- 
bildes erster Stufe ein Paar als unveränderlich und unab- 
hängig; als absolut; betrachtet; so dass alle übrigen Paare 
von Elementen als ihm eingeschrieben angesehen werden 
können; und mit ihm ein Centrum imd eine Achse der Ein- 
schreibung, die sich selbst conjugierten Pimkte der durch 
beide Paare bestimmten Involution; — nach ihrem Begriff 
stets das absolute Paar harmonisch theilend — bestimmen; 
so soll ein solches Paar von Elementen; insofern es als jenem 
eingeschrieben betrachtet wird; ein Kreispaar oder kürzer 
ein Kreis genannt werden. Das Centrum und die Achse 
der Einschreibung; die Doppelelemente der Involution; die 
es mit dem absoluten Paar bestimmt; heissen seinCentrum 
und seine Achse; für dieselbe Betrachtung muss immer das 
Nämliche von beiden als Centrum festgehalten werden. 
Dann lässt sich aus dem Centrum und dem einen Elemente 
des Ejreispaares stets das andere in einziger Weise bestim- 
men; weil zunächst die Achse das conjugierte harmonische 
Element des Centrums in Bezug auf das absolute Paar 
und sodann das andere Element des Kjeispaares das conju- 
gierte harmonische des ersten in Bezug auf Centrum und 
Achse ist. 

Dann steht als eine Definition der Satz: Die zwei 
Elemente eines Kreispaares sind äquidistant vom 
Centrum. 

Sind nun P; P' zwei Elemente; und ein drittes P" so be- 
stimmt, dass P; P" ein Kreispaar vom Centrum P' bilden; 
P"' sodann, SO; dass P';P'" ein Kreispaar vom Centrum P", P"" 
so, dass P"; P"" ein Kreispaar vom Centrum P'" wird etc.; 
und femer im entgegengesetzten Sinne ein Element P' so^ 
dass P'; P' ein Kjeispaar vom Centrum P ist; P'' femer sO; 
dass P; P'' ein Kreispaar vom Centrum P' etc., so bestim- 
men die Elemente der Reihe P''\ P", P\ P, P'; P"; P'"; . . . 
jedes mit seinen benachbarten gleiche Distanzen und wenn 
die Elemente P, P' einander unendlich nahe gedacht werden; 
so wird das ganze Feld des Elementargebildes in 
eine Reihe von unendlich kleinen gleichen Ele- 
menten getheilt; die Zahl derselben; welche zwi- 
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sehen irgend zwei Elementen des Gebildes ein- 
geschlossen ist, misst die Entfernung derselben. 

Offenbar hat man für drei geordnet genommene Ele- 
mente P, P', P" die Gleichung 

Bist. {P, P') + Dist. (P', P") = Dul. (P, P"), 
welche mit dem gewöhnlichen Begriflf der Entfernung über- 
einstimmt. 

Daraus entspringt der analytische Ausdruck der 
Entfernung zweier Elemente in Function der Co- 
ordinaten nach dem Vorigen sehr einfach. 

Sei das Paar dargestellt durch 

SO ist die Gleichung des Kreispaares, welches das Element 
{xy y) zum Centrum hat 

(«0, a^,a^\xy y)\aQy a^,a^\x , yf cos^ &— \ (äq, a„ a,$a;, y\x% y) }*=:0, 
und wenn (x, y), (ar", y") die zwei Elemente desselben sind, 
so hat man 

K; «1 ; a%\x , y\x\ y) 

_ (gp, gj , a^\xy y\x\ y') 

/(go, gl , a^Xj yj //(go, gl , a^^x', yj ' 

welches ausdrückt, dass (o:", y") und (a:,y) von (x^y) (dem 
Centrum) gleich weit entfernt sind. 

Die Distanz der Elemente (x , y) und (x\ y) ist dann 
nothwendig eine Function von 

(gp, gl, ggj^a?, y$a?',y') 

//(go,gi, g2$^,y)* /(«o; «i; ^\^\yy 
deren Form sich aus der Forderung bestimmt, dass für die 
drei geordneten Elemente 

P, P', P" 
die Gleichung 

Z>IS^ (P, P') + Z>ts^ (P', P") =: Dist. (P, P") 
erfüllt sein muss. Man ist damit durch das Frühere zu 
dem Schlüsse geleitet, dass dieDistanz von (^^y); (^';y') 
das Vielfache eines Bogens sei, der den letzt- 
erhaltenen Ausdruck zu seinem cosinus hat, und 
darf festsetzen, dass sie ihm gleich sei, d. h. die 
Entfernung von (xyy) {x^y) 



= cos~^ 
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(«0? «i; ^Ä^^yl^^y) 



oder, was dasselbe ist 



= «m~* 



(a^a^—a^^xy—xy) 



Dann drücken auch die beiden Formen der Gleichung 
des Ej'eispaares 

K; «i; «2$^; y)* («o; «i; «t$^'; !(')* «»'** — K«2 — «i*) (^ y'— ^'v) = ^ 

gleichmässig aus, dass die Entfernungen seiner beiden Ele- 
mente vom Centrum dem Bogen S respective gleich sind, 
oder wenn man will, dass Ö der Radius des Kreises ist. 
Für =: ist 

d. h. die Elemente {x^y), {x\ y) fallen zusammen; für 
6 = - ist 

2 

K; «I ? ^2^00 y y\Xj y ) = Ö, 
d. h. die Elemente {x , y) und {x'^ y) bestimmen mit dem 
absoluten Paar eine harmonische Theilung. Die Distanz 
zwischen zwei Elementen, die in Bezug auf das 
absolute Paar conjugiert harmonisch sind, ist ein 
Quadrant; solche Elemente können quadrantal oder 
rectangulär heissen.*) 

Wenn das absolutePaar speciell ein Paar zu- 
sammenfallender Elemente ist, so fallen die con- 
jugiert harmonischen aller Elemente mit dem 
absoluten selbst zusammen; die Definition eines 
Kreispaares wird dann dahin vereinfacht, dass jedes 
Elementenpaar ein Kreispaar ist, welches das conjugiert 
harmonische des absoluten Elements in Bezug auf das ge- 
gebene Paar zum Centrum hat. Das Feld des Elementar- 
gebildes kann wie vorher in eine Reihe unendlich kleiner 
gleicher Elemente getheilt werden und die Entfernung irgend 
zweier Elemente wird gemessen durch die Zahl solcher un- 



*) Vergl. „Analytische Geometrie der Kegelsehnitte^* Art. 448. 
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endlich kleiner Elemente, welche zwischen ihnen liegt. Hin- 
sichtlich des analytischen Ausdrucks ist wegen 

üqO^ — aj* = 
die Distanz als Bogen von verschsmidend^» sinus gegeben; 
man bildet ihren endlichen Ausdruck; wenn man diesen auf 
seinen sinus reduciert und den verschwindenden Factor 
unterdrückt. 

Ist (p, q) das absolute Element, d. i. 

so ist die Distanz von {x, y) und {x, y) 

xy—x y 

'-^{qx^py){qx-pyy 
oder durch Einführung eines Constanten Factors 

{qa'-pß )( xy^xy) 
\qx-py){qx^pyy 
d. i. 

ßx — ay ßx' — ccy' 
qx-'py qx'-py' 
In diesem Falle verschwindet der Begriff der 
rectangulären Beziehung zweier Elemente, und 
die Einheit der Distanz ist willkürlich. 

25. 

Ihre vollere Ausgestaltung erhält aber diese Theorie 
, erst in der Betrachtung der ebenen zusammenge- 
setztenGebilde oder in der der ternären homoge- 
nen Formen; bei ihrer Darstellung mag erlaubt sein, auf 
die Entwickelungen des Werkes „Analytische Geometrie der 
Kegelschnitte" zur Begründung alles dessen zu verweisen, 
was hier vorausgesetzt werden muss. Sei 

{a , a, d'y b , 6', 6"$a:, y, a)« = 
d. i. 

die Gleichung eines Kegelschnitts in Punktcoordinaten, so 
kann die Polare des Punktes {x, y, a') durch 

(a, a , a", 6, 6', 6"][ar, y, a$/, y', z) = 
dargestellt werden.*) 



*) Vergl. a. a. O. Art. 328 (400), 331. 
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Man hat alsdann 

(3l,r,r,a3,33',S8"$|,iJ,0* = 0, 
wo 

»=Är'-aÄ, ^'=b''b--ar, a5"=:6y-a'r,*) 

als Gleichung desselben Kegelschnitts in Liniencoordinaten 
und für die Gleichung des Pols der Geraden (|' ^ fi ,^) 

(31, %', r, iB, sa', 33"$i, n, s$i', ij', 0=0, 

so dass die Punktcoordinaten des Pols sind 

9ir+a3V+®T, 35T+3lV+S3f; 35T+a5V+3lT 
Setzt man 

Z) = a aV- ab* - «Y»- a"6"2+ 26 6T,**) 
so ist 

/>« = a 91' a" - 31 S*- 91' »'» - 91" 58"* + 2 © 93' 33", 
und femer 

9la + »"6" + 93'6'==Z>, 35"« +9l'6"+336':=0, 
9ir+ 33"«' + 33' Ä = , 33" &"+ 91'«' + ^b'=D, 
9l6'+33"Ä +33'a"=0, 33"6'+9l'6 +33a" = 0, 

33'« +336"+ 91" 6' =0, 
33'6" + 33a' + 9l"6 =0, 
sß'6' +336 +%''«" = />, 

Z>a =«'9l"--33* , Db =33'33"-9l 33 ; 
Da = 9l"9l - 33'S Z>6' = 33"33 - 91' 33' , 
Z) ii" = 91 91' - 33"*, /> '^"= 33 33' — 9l"33". 
Ist dann 

S=0, -S=0 

die Gleichung eines Kegelschnitts, respective in Punkt- und 
Liniencoordinaten, so repräsentiert 

S+kL*z=zO, 2:+x^ = 
respective die Gleichung eines zweiten Kegelschnitts in 
Punkt- oder in Liniencoordinaten, welcher mit dem ersten 
eine doppelte Berührung hat; im ersten Falle bestimmen 
die gemeinschafdichen Elemente (Punkte) eine gerade Linie 

L = 0, 
welche in Bezug auf beide Kegelschnitte denselben Pol be- 



*) Vergl. a. a. O. Art. 400. 
**) Vergl. a. a. O. Art. 360 u. a. 
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sitzt; im zweiten bestimmen sie — es sind die gemeinschaft- 
lichen Tangenten — einen Punkt 

^ = 0, 
welcher in Bezug auf beide Kegelschnitte eine und dieselbe 
Polare hat.*) Dieser Pol und diese Polare mögen als Cen- 
trum und als Achse der Einschreibung benannt 
werden, als welche die Beziehung beider Kegelschnitte auf 
einander zu bezeichnen gestattet ist. 
Ist 

S'^+Vy + f'Ä^o 

die Gleichung der Achse, so ist die Gleichung des Centrums 
der Einschreibung in Liniencoordinaten denmach 

Die Gleichung des eingeschriebenen Kegelschnitts ist 
zuerst 

(91, 51',... $1,11, !)«+*(«, «',..; ivt-v% fr-ri, ii?'-i'i»)'=o, 

und wird wegen der Identität 

(31, 31', ... $1, V, f)' (91, 91', ... $1', V, n*- { (91, 91', ... $|, ij, S$|', r,', t) }* 

= D («, «',... ir, ^-r{i, fr- ri , iij - ur**) 

zu 

[D + k (31, 31', ... B', V, m (91, 91', ... \i,fi, if 
- k { (91, 91', . . . $1', n, m , 1» , f) }' = 0. 

Sind anderseits {xj y, z) die Punktcoordinaten des Cen- 
trum der Einschreibung, so ist 

(ö , a, d\ h , h\ h"\x , y , %\xy y, z) = 
die Gleichung der Achse. Man kann die Gleichung des 
eingeschriebenen Kegelschnitts in der Form 
(«,«' , ... \xy y,z)\a,ay ... \x , y, zycos^ß- \ a^a y..\x,y,z\a> ,y ^z) }*=0 
schreiben, wo eine Constante ist, oder auch 

(«,«',... \x^ y , ä)* (oy a, ... \x'y y\ z)* sin*® 
— (21, 21', ... $y»'— y«, zx—xz, a:y— arV)*=0, 
wegen der Identität 

= (21,91', ...\yz-yZyZX~zx,xy'<cy)*. 
Aus den Liniencoordinaten der Achse der Einschrei- 
bung 



*) Vergl. a. a. O. Art. 277 u. v. a. 
**) Vergl. a. a. O. Art. 400. 
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folgt 

{% , r, . . . $r, V, so* ^D{a,a,... Ix, y, ^'f, 
und damit also die Form 

(a. ,a,.,. \xy y, zf {a ,a, ... \x, y, z'f cos'^ & 
— \{a,a%... \x\ y, z%r , y, ä) j« = 
mit der ursprünglichen Form 

la,a\...\x, y, zy + k {^x + riy + t'^y = 
oder mit 

(a,fl', ... \x,y,%y + k \{aya,...\x,y ,z\x,y,z')\^=2Q 
identisch werde, muss 

{a- jCL j .. .\x', y\ zy cos ^ S 
oder, was dasselbe ist, 

sein, d. i. man muss haben 

n + h{%, %', . . . $r , v\ tj - M?t ; 9^'; . . . M% v\ 0' ^i^^' ö = 0. 

Somit ist die Gruppe der entsprechenden doppelten For- 
men der Gleichung des eingeschriebenen Kegelschnitts in 
Punkt- und respective Liniencoordinaten 

(er, ... \x, y, zy (a, ... $.r', /, z^ycos" 0— { (a, ... ^x, y, z\x , y\ z) j*=0, 

und 

{(fj...^Xyy,zy{a,...\x\y\zysin^& — {^,...\yz-yZyZX-zx,xy-xyy=0'^ 

{%, ... li, r,, f)' {n, ... M', v', f')'««'®- ! (?i, - $1, V, m', V, f ■):'=", 

und 

(^?(,...$$,^,Ö'(3l,.-.$l','/',C')'<^«*'0-*(«v.5'?SVt,5l'-a^'?'-|''/)'=o. 

Die erste und zweite und respective die dritte und 
vierte sind identisch in Folge der vorerwähnten respectiven 
Identitäten 

(^, ... \x,y,zy{a, ... \x\y,zy^—\(a, ... \x ,y , z\x , y , z)\^ 
= CJt , . . . \y z — yz , zx — zx , xy — ^V)'; 

(91; ... 315, ^, tr (91, ...']ir, V, f? - !(9i, ... $5, 17, m', V, nr 

Mit Hilfe der zu den früheren analogen Abkürzungen 

{a , .'..\x ,yj z\x , y , ä') = Ol = 10 , etc. 
erhält man die Identität 

Fii>(lIor, neuero (icometrie u. Alg'ebia. 1 f) 
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00, Ol, 02 




10, 11, 12 


— Z> 


20, 21, 22 





X 



y 
y 



z 
z 



X 



ff 



ff 



ff 



und wenn die drei Punkte (x,y,z)y {x, y, z), {x'\ y\ z) 
in gerader Linie sind, durch das Verschwinden der rechts- 
stehenden Determinante 

00, Ol, 02 

10, 11, 12 =0 

20, 21, 22 

welche wieder in der Form 



cos 



-1 



Ol 



-;='\-COS 



-1 



12 



-=^=zCOS 



— 1 



02 



]/oo j/n ' """ ]/nj/22 """ j/00/22 

geschrieben werden kann und mit der Theorie der Distanz 
in nächster Verbindung steht. 

Man denke einen Kegelschnitt, also innerhalb eines 
ebenen Systems ein Elementargebilde zweiter Stufe, 
als fest und unabhängig, d.i. als absolut; so bestimmt 
jedes Gebilde erster Stufe mit demselben ein Paar 
von Elementen, welches für diess Gebilde das ab- 
solute Paar der vorigen Entwickelung ist. Näm- 
lich eine geradlinige Punktreihe das Paar der zwischen ihr 
. und dem Kegelschnitt gemeinsamen Punkte, ein Strahl- 
büschel das Paar der ihm mit dem Kegelschnitt gemein- 
schaftlichen Strahlen; jenes Punktepaar ist das absolute der 
Eeihe, diess Strahlenpaar das absolute des Büschels. Spe- 
ciell für die Tangenten dieses absoluten Kegelschnitts als 
Träger von Punktreihen ist das absolute Elementenpaar ein 
Paar zusammenfallender Punkte, der Berührungspunkt mit 
dem absoluten Kegelschnitt; und für die Punkte des abso- 
luten Kegelschnitts als .Träger von Strahlbüscheln ist es ein 
Paar zusammenfallender Strahlen, die Tangente des abso- 
luten Kegelschnitts. Wenn die frühere Entwickelung die 
Theorie der Entfernungen in Bezug auf jedes beliebige unter 
diesen Gebilden erster Stufe begründet hat, so erfordert 
die Begründung der Eelation der Entfernungen 
von einem solchen Gebilde zum andern nur die 
Voraussetzung, dass die Einheit der Distanz für 
alle diese einzelnen Gebilde, der Quadrant, in 
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allen dieselbe Grösse sei; eine Voraussetzung, die be- 
reits stillschweigend gemacht worden ist, wenn man die Be- 

Zeichnung des Quadranten durch das Symbol — festhält, die 

aber ohne diess Symbol allerdings des besonderen Ausdrucks 
bedarf, weil die Bestimmung, dass rectanguläre Elemente 
zudem absoluten Paar conjugiert harmonisch sind, allein 
jene Gleichheit nicht enthält. Mit derselben aber erlaubt 
die vorige Theorie die Vergleichung der Distanzen ebenso- 
wohl zwischen den Elementen verschiedener Gebilde erster 
Stufe, als zwischen den Elementen desselben Gebildes. 

Wenn man den Pol einer Geraden in Bezug auf den 
absoluten Kegelschnitt den Pol kurzweg und die Polare 
eines Punktes in Beziehung auf denselben die Polare 
kurzweg nennt, so gilt das Gesetz, dass die Distanz 
zw ei erPunkte oder Linien gl eich der ihre rPolaren 
oder Pole ist, oder auch, dass dieDistanz zweier 
Poleunddie der entsprechenden Polaren einander 
gleich sind. Als Definition für den Begriff der Ent- 
fernung eines Punktes von einer Geraden dient 
dann die Festsetzung, dass sie das Complement 
der Distanz der Polare des Punktes von der Ge- 
raden oder das Complement derDistanz des Punk- 
tes vomPol derGeraden ist. Dann ist dieDistanz 
des Pols und seiner Polare das Complement von 
Null, d.h. der Quadrant. Man kann mittelst des abso- 
luten Kegelschnitts jede geradlinige Punktereihe und jedes 
punktförmige Strahlbüschel in eine unendliche Eeihe unend- 
lich kleiner Elemente theilen, welche nach der Definition 
derDistanz einander gleich sind; die Zahl solcher Elemente 
zwischen zwei Punkten einer Reihe oder zwei Strahlen eines 
Büschels misst die Distanz zwischen diesen Punkten oder 
diesen Linien. Mittelst des Quadranten als einer Distanz, 
die sowohl in Bezug auf Linien als in Bezug auf Punkte 
existiert, ist man im Stande, die Distanz zweier Linien mit 
der zweier Punkte zu vergleichen. Die Distanz eines Punk- 
tes von einer Linie kann ebensowohl als Distanz zweier 
Punkte, wie auch als Distanz zweier Linien dargestellt, 

werden, 

15* 
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Die Einführung des Kreises leitet dann sofort zur 
analytischen Darstellung dieser Begriffe. Ein in den ab- 
soluten Kegelschnitt eingeschriebener Kegel- 
schnitt heisse ein Kreis, das Centrum und die Achse 
der Einschreibung seien als Centrum und Achse des 
Kreises bezeichnet. Dann sind alle Punkte des 
Kreises gleichweit entfernt vom Centrum und 
alle Tangenten desselben gleichweit entfernt von 
der Achse und diese Entfernung ist das Comple- 
ment von jener. 

Ist nun 

(«, a y a" , h j b'j b"\x y y ^ zy =z 

die Gleichimg des absoluten Kegelschnitts in Punktcoordi- 
naten, also 

seine Gleichung in Liniencoordinaten , so wird die Punkt- 
gleichung des Kreises vom Centrum (x\ y\ z) 

oder 

(flr, . . . ^Xj y, zY {ttj ... \xj y\ »')* sin * % 
— (^l, . . . \y^'—yz, ZX--ZX, xy-^xyf = 0, 

und durch dasselbe Raisonnement ^vie in dem Falle der 
Geometrie der Elementargebilde erster Stufe erkennt man 
dass die Distanz der Punkte {pr,y, «), {x , y\ z) durch 

{(i,...\x,y,z\x,y\z) 



cos 



j/(a, ... \x,y,zY /(«, ...\xjy\zf 
oder durch 



• _i y (^t; • •• \y^'—yh ^-^■'— «'^ , ^^y—'^'yf 



]/{ft , . . . \>T,y,zy j/{a,.,, \x,y\ zf 

ausgedrückt wird; alsdann ist durch die früher begründete 
Relation 

cos- ^ 7^- - ,— + cos - » — = ms - » ,-^^ ,~ 

// ooyw yu ^22 ym y'^z 

für drei Punkte derselben geraden Linie P, P\ P" die fun- 
damentale Gleichung 

lUst. (P, V) + Dist. (P', P") = />/5/. {P, P") 
wieder fU'fUllt. 
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In gleicher Weise ist die Gleichung des Kreises in 
Liniencoordinaten für (§', ?;', 5') als Achse der Einschreibung 

{% ... u, ri, ty {% ... ][r, v\ tysin' s^\{% ... u v^ m'. n, o r=o 

oder 

und folgt daraus für die Distanze der Linien (g, iy, J) und 

cos — — — — " ■ 

oder das Gleichbedeutende 



sin- ' /^( «> ••• M-V'^> ?|-riJV-j j)' 

Aus der ersten Formel jeder Eeihe leitet man endlich 
für die Distanz eines Punktes {x^y^z) von der Linie (^', V; S) 
den Ausdruck ab 

sin- 1 a'^_^n'y + i'^)VD 

indem man entweder für x ^ y ^ z 

9l?'+93V+©T, etc. 
oder für |, ?/, ? die entsprechenden 

a X + b^'y + b\ , etc. 
und für cos-^ immer sm~^ einführt. 

Man kann annehmen — und es ist das der Fall 
ebener Systeme, — dass der absolute Kegelschnitt 
in ein Paar von Punkten degeneriere; alsdann ist 
ihre Verbindungslinie eine absolute Gerade, die als doppelt 
anzusehen ist. Jeder Punkt bestimmt alsdann mit dem ab- 
soluten Paar zwei gerade Linien, welche in Bezug auf ihn 
als Träger eines Strahlbüschels das absolute Elementenpaar 
bilden. Die Theorie der Distanzen von Strahlen 
durch einen Punkt ist daher genau dieselbe, wie 
die im allgemeinen Falle dargelegte. 

Aber eine beliebige Gerade hat mit der absoluten Linie 
ein Paar zusammenfallender Punkte gemein, und wc:^::^ 
also eine solche Gerade als Träger einer Punkt 
reihe betrachtet wird, so ist die Theorie der 
Distanz für diePunkte derselben nicht die allge- 
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meine Theorie, sondern es wenden sich die For- 
meln auf dieselbe an, welche für den speciellen 
Fall vorher entwickelt wurden, wo das absolute 
Paar von Elementen in ein Doppelelement zusam- 
menfällt. Man kann nicht ebenso wie vorher die Distanzen 
von Punkten in verschiedenen Linien vergleichen, weil der 
Quadrant als eine Einheit der Distanz in diesem Falle nicht 
existiert. Die Distanz zweier Punkte kann mit der Distanz 
zweier Linien in keiner Weise verglichen werden; die 
Distanz eines Punktes von einer Linie kann nur als Ent- 
fernung zweier Punkte bestimmt werden. Die Vergleichung 
muss mit Hilfe des Kreises vollzogen werden, eines Kegel- 
schnitts nämlich, welcher durch die zwei Punkte geht, die 
den absoluten Kegelschnitt repräsentieren; der Durchschnitts- 
punkt der Tangenten des Kreises in denselben, oder der in 
Bezug auf ihn genommene Pol der absoluten Linie ist das 
Centrum und die absolute Linie selbst die Achse der Ein- 
schreibung des Kreises. Durch die vorausgesetzte 
Eigenschaft des Kreises nun, nach welcher alle 
seine Punkte gleichweit vom Centrum entfernt 
sind, wird man in den Stand gesetzt, Distanzen 
in verschiedenen Linien zu vergleichen. Die Con- 
struction des Euklid, um durch einen Punkt A eine Linie 
^ Z> von gleicher Länge mit der gegebenen begrenzten Linie 
BC zM ziehen , nach welcher man die gerade Linie A B zieht, 
über ihr das gleichseitige Dreieck ABD construiert, dessen 
Seiten DA und DB über A imd ß hinaus nach E und F ver- 
längert, um nun von B aus mit dem Halbmesser ßC diese 
Länge in BG auf B F und darnach von D aus die Länge D G 
auf DE in DL zu tragen, so dass AL=ßC ist — diese Con- 
struction gilt nach den hier gemachten Voraussetzungen und 
erlaubt, die begrenzte Linie AD gleich der gegebenen be- 
grenzten Linie BC zu machen. 

Wegen der Unbestimmtheit der Längeneinheit für die 
Punkte der Linie ist aber eine Vergleichung der Distanz eh 
von Punkten mit den Distanzen von Linien nicht möglich. 

Die Distanz eines Punktes von einer Linie 
kann dagegen mit der Distanz zweier Punkte verglichen 
werden, wenn man als eine Definition der ersteren Distanz 
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feststellt, dass sie die Distanz des Punktes von dem 
Punkte der Linie sei, in welchem dieselbe von der 
zu ihr rectangulären Linie geschnitten wird, wel- 
che durch den Punkt geht. 

Sind allgemein {p, qjr) und {p^y q^, r^ die Coordinaten 
der zwei Punkte, in welche der absolute Kegelschnitt dege- 
neriert gedacht ist, so ist die Gleichung dieses letzteren in 
Liniencoordinaten 

2 {p^ + q'n + ^t) (Po^ + qov + ^Ö = o ; 

also ist 

es ist ferner 

D = 
und 



D (a , fl , a\ h , 6', b''\x ^y jzf:=z 



X , y , z 

Po 7 9o} ^0 



=0, 



oder 



Xj y , z 



= 



P , qy ^ 

Po 7 ^o; ^0 

die Gleichung der absoluten Linie. 

Der Ausdruck für die Distanz der zwei Punkte (a?, y, z), 
(x'y y, z) ist als Bogen eines verschwindenden sinus ge- 
geben; indem man den Bogen auf seinen sinus reduciert 
und den verschwindenden Factor unterdrückt, resultiert der 
Ausdruck 



y\2 



X 

t 
X 

p 



-> y 
. y 

^ 9 



z 

* 
z 

r 



f r t 
X ^ V . Z 



Po'> %•> ^0 



l 



^ -> y -> ^ 
p -, q -, r 

Po'> %•> ^0 



p -> q y r 



Der Ausdruck für die Distanz der beiden Geraden 

(S,r?;Ö; (5'; V; ist 

_ , jP^+qy+rt) (Po^'+qoV+roO + (pr+ qv+ rp (PoJ + qoV + rpt) 



cos 



V^(j^^+qV+rt)(Po^+qoV+roi)y2(j>^'+qfl'-{^!f^^^^ 

oder auch 



srn 
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V^v^+qn^k) (pol+qo^+r^i) V^+qn+r^) (/>ü^-NoV-Ko£') ' 

Man findet endlich den Ausdruck der Distanz des 
Punktes {x, y, z) von der Linie (^'^ t^', J;'), indem man den 
Bogen auf i-: einen sinus reduciert und den verschwindenden 
Factor unterdrückt; 

S'^ + r{y + S'ä 



P ^ q ^ r 
Po 9 qot ''o 
Durch die specielle Annahme 

p=l, q=i, r=0; />o=l; 7o= — »; ^o=0 (/=j[/=II) 

wird die Gleichung des absoluten Kegelschnitts in Linien 
coordinaten 

l' + 1?' = o, ■ 

oder was dasselbe ist, der absolute Kegelschnitt wird von 
den zwei Punkten gebildet, in welchen die Linie 

Ä = 
das Linienpaar 

x' + f^^ 
durchschneidet, welches Letztere, als durch die Punkte des 
absoluten Kegelschnitts gehend, nach der Definition ein 
Kreis ist, nämlich ein Kreis vom Radius Null, ein unendlich 
kleiner Kreis. 

Wenn die Coordinate z = \ gesetzt wird, so bestimmt 
die vorhergehende Festsetzung über die Coordinaten der 
Punkte des absoluten Kegelschnitts die Proportionen 

ir:y:l = l: t:0, 
a: : y : 1 = 1 : — « : ; 

d. h. die Werthe von x und y sind unendlich und erfüllen 
die Bedingung 

oder der absolute Kegelschnitt besteht aus den 
Punkten, in welchen die unendlich entfernte ge- 
rade Linie von dem unendlich kleinen Kreise 
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a^ + f^O 
geschnitten wird, den imaginären unendlich ent- 
fernten Kreispunkten. 

Dann specialisieren sich die allgemeineren Formeln des 
Vorigen in folgender Weise. 

Die Distanz der Punkte (x, y) und {x\ y) ist 

die Distanz der Linien (S, r?, Ö und (^', ij', f') ist 
oder 

welches auch geschrieben werden kann 

= 'tan-'^ tan~^ -^ . 

n V 

Der Ausdruck der Entfernung des Punktes {x^y) von 
der Linie (§', r{\ J') wird endlich 

i'x + ri'y + ^^ 

man erhält also die Formeln der analytischen 
Planimetrie für rectanguläre Coordinaten ar, y 
wieder. 

Die allgemeinen Formeln erfahren keine wesentliche 
Verändenmg, sie vereinfachen sich aber sehr, wenn man 
für die Gleichung des absoluten Kegelschnitts in Punkt- 
coordinaten 

^' + / + «' = 0, 

oder, was dasselbe ist, in Liniencoordinaten 

? + i?* + ? = 
wählt. Man erhält dann nämlich für die Distanz der Punkte 
(or, y, a) (x\ y\ z) den Ausdruck 

XX +yy -{-zz 

cos — ^ j — ,- - 

für die Distanz der Linien (|, ij, |), |', ij', i') den analogen 



COS 



15** 
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und für die des Punktes (jr, y, ä) von der Linie (|', iy', ^) 



sm""^ 



Wenn endlich (a?, 2^, ä) rectanguläre Punktcoordinaten 
im Raum sind, die der Gleichung 

^* + y' + ^' = 1 
genügen, so liegt der Punkt (a;, y, z) auf der Oberfläche 
einer Kugel und indem die letzterwähnten Gleichungen 
Geltung behalten, hat man zu beachten, dass 

Sar + i?2^ + 5:« = 
einen grössten Kreis der Kugel darstellt; man darf, weil 
nur die Verhältnisse von ^, i/, ? in die Formeln eingehen, 
auch 

'? + ^* + r = l 
setzen. Dann gelten die Formeln für ein System sphä- 
rischer Geometrie; der absolute Kegelschnitt ist 
der sphärische Kegelschnitt, in welchem die Ku- 
gel von dem concentrischen Kegel oder der con- 
centrischen verschwindenden Kugel 

^' + y* + Ä* = 
geschnitten wird. Durch diesen Umstand unterscheidet 
sich die Geometrie der Kugel von der der Ebene; der abso- 
lute Kegelschnitt ist bei ihr ein wirklicher Kegelschnitt, für 
die Geometrie der Ebene degeneriert er in ein Punktepaar 
und die Theorie der Distanz ist nicht die allgemeine in 
allen ihren Theilen. Darum ist die Dualität der Theo- 
reme eine vollständige für die Geometrie der Ku- 
gel und eine von vielen Besonderheiten gestörte 
und complicierte fi^r die der Ebene. 

So entspringt die Geometrie des Maas s es als ein Theil 
der allgemeinen Lehre, die man als die descriptive Geo- 
metrie bezeichnen darf, wenn man von der engeren Be- 
ziehung dieses Ausdrucks auf die sichtbare Darstellung 
einen Augenblick absieht; die Theorie eines geometri- 
schen Systems wird zur Lehre von den metrischen 
Relationen innerhalb desselben, wenn man einen 
Kegelschnitt des Systems als Einheit und Maass 
für alle räumlichen Verhältnisse unter seinen 
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»f. 

Bestandtheilen auffasst und ihn als unabhängig; 
als absolut bezeichnet. 

Man sieht, die Theorie der metrischen Relationen er- 
fordert, um vollständig nach ihren Grundbegriflfen dargelegt 
zu werden, die Betrachtung zusammengesetzter Gebilde, 
mindestens der der zweiten Stufe. Auf die letzteren sollte 
an dieser Stelle eben nur in dieser einen Beziehung einge- 
gangen werden. 
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